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RESUMO
Nesta dissertac¸a˜o, estudamos implicac¸o˜es geradas pela quebra da simetria
de Lorentz na Eletrodinaˆmica Quaˆntica. Analisamos fe´rmions interagindo
com um campo eletromagne´tico nos contextos da mecaˆnica quaˆntica e ao
efetuar correc¸o˜es radiativas. Na mecaˆnica quaˆntica, os termos de quebra
da simetria de Lorentz foram tratados como perturbac¸o˜es a` equac¸a˜o de
Dirac, e seus valores esperados no va´cuo foram obtidos. Nas correc¸o˜es ra-
diativas, a quebra da simetria de Lorentz foi introduzida nessa interac¸a˜o
para que o termo tipo Chern-Simons pudesse ser induzido em (3+1) di-
menso˜es. Tambe´m discutimos as consequeˆncias geradas por este termo
sobre as velocidades de propagac¸a˜o de fo´tons cla´ssicos.
iv
ABSTRACT
In this dissertation, we study the implications generated by the Lorentz
breaking symmetry in quantum electrodynamics. We analyze fermions
interacting with an electromagnetic field in the contexts of quantum me-
chanics and make radiative corrections. In quantum mechanics, the terms
of the Lorentz breaking symmetry were treated as perturbations to the
Dirac equation, and their expected values were obtained in a vacuum. In
the radiative corrections, the Lorentz breaking symmetry was introduced
in this interaction for the Chern-Simons like term could be induced in (3
+1) dimensions. We also discussed the consequences generated by this
term on the propagation speeds of classic photons.
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1. Introduc¸a˜o
Ha´ pouco mais de cem anos, Albert Einstein [1] estabeleceu uma teoria em que
o papel do observador assume uma certa relevaˆncia na determinac¸a˜o dos fenoˆmenos
f´ısicos e na aplicac¸a˜o das pro´prias leis da F´ısica, quando as velocidades dos objetos em
questa˜o sa˜o pro´ximas da velocidade da luz. Esta teoria e´ denominada Relatividade
Restrita ou Especial. O ponto de partida para o estudo desta teoria corresponde aos
postulados da constaˆncia da velocidade da luz e a validade das leis da F´ısica que,
quando aplicadas a referenciais inerciais distintos, devem descrever os fenoˆmenos de
maneiras semelhantes. Os fenoˆmenos f´ısicos sa˜o enta˜o descritos por equac¸o˜es que teˆm
a mesma forma, ou seja, a Relatividade Restrita deve ser uma teoria covariante, e a
conexa˜o entre sistemas de refereˆncias descritos por equac¸o˜es covariantes e´ feita atrave´s
de transformac¸o˜es de Lorentz, como veremos a seguir.
Como a Relatividade Restrita e´ uma teoria elaborada em um espac¸o-tempo qua-
dridimensional, as transformac¸o˜es de Lorentz podem ser definidas, basicamente, em
dois tipos: as rotac¸o˜es e as impulso˜es (boosts). As primeiras correspondem aos treˆs
tipos ba´sicos de rotac¸o˜es em torno dos treˆs eixos espaciais, enquanto que a segunda e´
determinada por uma mudanc¸a de velocidades. Ha´ ainda treˆs tipos de impulso˜es, cada
uma ocorrendo em um dos treˆs eixos espaciais. Assim, um sistema e´ dito ter simetria
de Lorentz se as leis da F´ısica na˜o sa˜o alteradas por transformac¸o˜es de Lorentz dos
tipos descritos anteriormente.
A simetria de Lorentz e as propriedades da Mecaˆnica Quaˆntica correspondem a base
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para a formulac¸a˜o da Teoria Quaˆntica de Campos, que descreve part´ıculas como ex-
citac¸o˜es localizadas de um campo imerso no espac¸o-tempo. O desenvolvimento dessas
ideias, no se´culo passado, desencadeou a formulac¸a˜o do Modelo Padra˜o (MP), que des-
creve todas as interac¸o˜es conhecidas no universo (forc¸as eletromagne´tica, nuclear forte
e nuclear fraca), exceto a gravidade. Um resultado importante, propriedade do MP e
obtido pela teoria quaˆntica, e´ a simetria CPT. Nesta sigla, C quer dizer conjugac¸a˜o
de carga, ou seja, esta transformac¸a˜o converte a part´ıcula em sua antipart´ıcula; P
corresponde a` paridade, isto e´, deve ocorrer uma inversa˜o espacial quando esta trans-
formac¸a˜o e´ realizada e, finalmente, T muda a direc¸a˜o de fluxo do tempo. Devido a essas
definic¸o˜es, um sistema e´ dito ter simetria CPT se as treˆs transformac¸o˜es juntas na˜o
afetarem a f´ısica do sistema. Isso e´ denominado teorema CPT, inicialmente proposto
por Schwinger [2]. Uma das consequeˆncias deste teorema e´ o fato de que part´ıculas
e suas antipart´ıculas devem ter cargas ele´tricas de mesmo mo´dulo e sinais opostos,
tempos de vida exatamente iguais, assim como massas e momentos magne´ticos. As
transformac¸o˜es discretas sofridas pelo campo de Dirac na figura de seus covariantes
bilineares sa˜o estudadas no Cap´ıtulo 2 desta dissertac¸a˜o.
Os f´ısicos teo´ricos atuais esperam que, no limite de altas energias, uma teoria unifi-
cada possa descrever a Natureza de maneira sime´trica. No entanto, a simetria de
Lorentz e´ violada na tentativa de incorporar a Teoria da Relatividade Geral1 ao
MP. O MP com gravidade descreveria sistemas f´ısicos que devem ocorrer em esca-
las de altas energias, que sa˜o da ordem de grandeza da escala Planck, cuja massa e´
mP l =
√
~c
GN
≈ 1019GeV , sendo GN a constante universal de Newton. As distaˆncias
t´ıpicas nessas circunstaˆncias de escala seriam da ordem de 10−33 cm.
A quebra da simetria de Lorentz surge tambe´m em outra a´rea da f´ısica teo´rica
1Como e´ bem conhecido, Einstein na˜o obteve sucesso ao tentar formular uma teoria que engloba o
eletromagnetismo e a gravidade pois, nesta u´ltima, na˜o existe forc¸a de repulsa˜o entre as massas.
3contemporaˆnea de altas energias: a Teoria de Cordas. Nesta teoria, a part´ıcula pontual
passa a ser um objeto unidimensional. Desta forma, quando se move no espac¸o-tempo,
ao inve´s de trac¸ar uma linha (linha mundo), esta part´ıcula descreve uma superf´ıcie
denominada folha de mundo. Assim, os modos normais de vibrac¸a˜o desta superf´ıcie de
mundo recuperariam as informac¸o˜es de descric¸a˜o das part´ıculas. Tal ideia de violac¸a˜o
da invariaˆncia de Lorentz, no contexto da Teoria de Cordas, foi lanc¸ada pioneiramente,
em 1989, por Kostelecky´ e Samuel [3]. Neste trabalho, os autores argumentam que tal
violac¸a˜o pode ser estendida ao MP. Enta˜o, na segunda metade dos anos 90, surge o
Modelo Padra˜o Extendido (MPE).
O MPE e´ uma teoria que possui todas as propriedades do MP usual - tais como a
estrutura de calibre SU(3)× SU(2) × U(1) e renormalizabilidade -, e a estensa˜o que
permite estabelecer violac¸o˜es de simetrias de Lorentz e CPT. Esta teoria enta˜o fornece
uma descric¸a˜o quantitativa das violac¸o˜es das simetrias de Lorentz e CPT, controladas
por coeficientes cujos valores sa˜o determinados por experimentos espec´ıficos2. Como
tais experimentos sa˜o sens´ıveis a testes de transformac¸o˜es CPT, a teoria sera´ baseada
em efeitos de baixa energia, sem gravidade. Uma caracter´ıstica marcante desta teo-
ria, como se sabe da literatura, e´ que a quebra da simetria CPT implica na quebra
da simetria de Lorentz3 [5]. Esse fato permite que qualquer violac¸a˜o observa´vel da
simetria CPT seja descrita pelo MPE.
Em 1997, [6] Colladay, Kostelecky´ e colaboradores propuseram, para o setor de
fe´rmions, uma base teo´rica para estudos de modelos que envolvem violac¸a˜o de sime-
tria CPT. Nesse trabalho, os autores argumentam que resultados obtidos atrave´s de
ca´lculos teo´ricos, utilizando-se correc¸o˜es em mecaˆnica quaˆntica relativ´ıstica e teoria
2Em relac¸a˜o a esses experimentos, na refereˆncia [4], e´ poss´ıvel encontrar alguns detalhes, tais como
a raza˜o
mK −mK¯
mK
. 10−18 para um sistema de kaons neutros. A massa do kaon e´ 0,5 GeV .
3Para efeito de linguagem, o termo quebra da simetria de Lorentz sera´ utilizado de uma maneira
geral, enquanto que o termo quebra da simetria CPT sera´ utilizado de forma espec´ıfica.
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de perturbac¸o˜es (usualmente ate´ primeira ordem de aproximac¸a˜o, no regime de baixas
energias), devem servir como motivac¸a˜o para a busca, via experimentos, de limites
para os campos de quebra de Lorentz na teoria de fe´rmions. Os autores tambe´m re-
definiram va´rios elementos importantes para o estudo da extensa˜o da teoria de Dirac,
modificados pela nova teoria, como lagrangianas, equac¸o˜es de Dirac, energias, propa-
gadores, espinores de Dirac, etc. Esses elementos sera˜o apresentados no Cap´ıtulo 3. No
Cap´ıtulo 4, a teoria de violac¸a˜o CPT sera´ aplicada a modelos teo´ricos em mecaˆnica
quaˆntica, tais como mudanc¸as de energia de ele´trons e po´sitrons relativ´ısticos e ao
efeito Zeeman anoˆmalo.
Nesta dissertac¸a˜o, estudaremos os poss´ıveis efeitos que a quebra da simetria de
Lorentz podem causar em sistemas f´ısicos da EDQ4. Assim, sistemas compreendidos
no acoplamento de fe´rmions com um campo de calibre sera˜o analisados.
No in´ıcio da de´cada de 80, S. Deser, R. Jackiw e S. Templeton [7] escreveram a
teoria eletromagne´tica de Maxwell em uma variante planar em (2+1)D, que preserva
a invariaˆncia de Lorentz e transformac¸o˜es de calibre. Este modelo, denominado teoria
de Maxwell-Chern-Simons (MCS), tem aplicabilidade a fenoˆmenos planares de mate´ria
condensada, com grande destaque na literatura aos supercondutores e ao efeito Hall
quaˆntico fraciona´rio [8]. No Cap´ıtulo 5 discutimos algumas das propriedades e calcu-
lamos o termo induzido de CS proveniente do acoplamento de fe´rmions com um campo
de calibre no contexto do espac¸o-tempo planar.
Embora esta teoria so´ exista em dimenso˜es ı´mpares, em 1990, Carroll, Field e Jac-
kiw perceberam, em um trabalho pioneiro [9], que e´ poss´ıvel formular uma teoria
semelhante em (3+1)D, atrave´s da adic¸a˜o de
S
(3+1)D
CS =
1
2
∫
d4x εµνρσηµAν∂ρAσ (1.1)
4Maiores detalhes de outros testes envolvendo quebra da simetria de Lorentz na EDQ sa˜o encontra-
dos na refereˆncia [26].
5a` ac¸a˜o de Maxwell convencional. Este termo e´ conhecido na literatura como termo de
Carrol-Field-Jackiw. Tal termo e´ CPT-´ımpar5. Apesar de transformac¸o˜es de calibre
serem preservadas, a simetria de Lorentz e´ violada, porque e´ necessa´rio acoplar ao
termo tipo Chern-Simons (CS) um quadrivetor constante ηµ, que gera uma anisotropia
do espac¸o-tempo.
No Cap´ıtulo 6 calculamos as correc¸o˜es radiativas, na aproximac¸a˜o de um lac¸o, pro-
venientes do acoplamento axial de fe´rmions com um campo de calibre na presenc¸a
da quebra da simetria de Lorentz. Tal acoplamento gera uma induc¸a˜o de um termo
semelhante ao de CS [10], como na equac¸a˜o (1.1), na ac¸a˜o da EDQ. Essa induc¸a˜o
e´ amb´ıgua, uma vez que a proporcionalidade entre os campos de mate´ria e radiac¸a˜o
depende exclusivamente do esquema de regularizac¸a˜o adotado (tais esquemas podem
ser: regularizac¸a˜o dimensional, regularizac¸a˜o de Pauli-Villars [11], me´todo de cut-
off e me´todo do tempo pro´prio de Schwinger [12]). Assim, calcularemos o termo
induzido utilizando o me´todo de regularizac¸a˜o dimensional e discutiremos algumas
consequeˆncias desse resultado sobre as velocidades de propagac¸a˜o de fo´tons cla´ssicos.
As lagrangianas (e consequentemente as grandezas delas derivadas) sera˜o sempre
representadas em unidades naturais ~ = c = 1 nesta dissertac¸a˜o. Quando necessa´rio,
a me´trica utilizada sera´ dada, em quatro dimenso˜es, por gµν = diag(1,−1,−1,−1).
As matrizes de Dirac, quando contra´ıdas com um quadrivetor constante, obedecem as
relac¸o˜es 6c = γµcµ = γµcµ, onde 6c2 = c2.
5O MPE tambe´m admite a adic¸a˜o do termo − 1
4
ηµνρσ F
µνF ρσ a` lagrangiana de Maxwell. Apesar de
violar a simetria de Lorentz, este termo e´ CPT-par.

2. Simetrias discretas do campo de
Dirac
2.1. O campo escalar como motivac¸a˜o
E´ bem conhecido que a mecaˆnica quaˆntica na˜o relativ´ıstica descreve satisfatoria-
mente os fenoˆmenos que envolvem part´ıculas cujas velocidades sa˜o pequenas quando
comparadas a` velocidade da luz. Este papel e´ bem realizado pela equac¸a˜o de Schro¨din-
ger:
i
∂φ
∂t
= Hφ . (2.1)
Historicamente, sabe-se que Schro¨dinger na˜o encontrou inicialmente esta equac¸a˜o.
Seu resultado foi o que hoje conhecemos por equac¸a˜o de Klein-Gordon (KG)1. Schro¨-
dinger na˜o a publicou porque na˜o conseguiu aplica´-la aos ele´trons no a´tomo de hi-
drogeˆnio, pois se trata de uma equac¸a˜o relativ´ıstica. A equac¸a˜o de KG e´ obtida
atrave´s da relac¸a˜o entre massa, momento e energia relativ´ısticos:
p2 = pµpµ = E
2 − |p|2 = m2 → E2 = |p|2 +m2 , (2.2)
e tambe´m atrave´s das substituic¸o˜es E → i ∂
∂t
e p→ −i∇:
(∂µ∂µ +m
2)φ ≡ (+m2)φ = 0 . (2.3)
onde  = ∂2/∂t2 −∇2 e´ o operador de D’Alembert.
1Mais informac¸o˜es histo´ricas podem ser obtidas em Scientific American, Geˆnios da Cieˆncia -
Quaˆnticos: Os Homens que Mudaram a F´ısica, edic¸a˜o especial (2005).
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Em linguagem contemporaˆnea, a equac¸a˜o de Schro¨dinger (2.1) e´ interpretada como
o limite na˜o relativ´ıstico da equac¸a˜o de KG.
As soluc¸o˜es da equac¸a˜o de KG sa˜o do tipo ondas planas
φ(p, t) ∼ e−iEt+ip·x , (2.4)
onde, de acordo com (2.2), E = ±
√
|p|2 +m2.
A equac¸a˜o de KG apresenta dois problemas aparentes: o espectro de energia ad-
mite valores negativos e a probabilidade na˜o e´ positiva definida, pois a equac¸a˜o de
KG e´ de segunda ordem em ∂φ/∂t. A mecaˆnica quaˆntica na˜o relativ´ıstica fornece a
probabilidade e a corrente de probabilidade:
ρ = φ∗φ (2.5)
J = − i
2m
(φ∗∇φ− φ∇φ∗) , (2.6)
que satisfazem a equac¸a˜o da continuidade:
∂ρ
∂t
+∇ · J = 0 , (2.7)
que ainda pode ser escrita na forma quadrivetorial ∂µJ
µ = 0, com o quadrivetor
corrente dado por Jµ = (ρ,J).
No caso relativ´ıstico, a equac¸a˜o de KG exige que a corrente de probabilidade seja
dada por2 (onde φ e φ∗ satisfazem a equac¸a˜o de KG):
Jµ = iφ∗
↔
∂µ φ , ou Jµ =
(
iφ∗
↔
∂0 φ,−iφ∗
↔
∇ φ
)
. (2.8)
A soluc¸a˜o para os dois problemas aparentes e´ reinterpretar φ, elevando seu status
de func¸a˜o de onda de uma part´ıcula para um operador que descreve campos. Este
operador de campo deve ser quantizado, utilizando-se regras espec´ıficas. A outra
2Esta notac¸a˜o abreviada significa A
↔
∂µ B = A∂µB − (∂µA)B.
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soluc¸a˜o e´ admitir que as energias positivas e negativas representam, respectivamente,
as part´ıculas e antipart´ıculas. Esta e´ uma das principais caracter´ısticas da teoria de
Dirac para o tratamento relativ´ıstico do ele´tron, como veremos mais adiante. Defini-
remos agora alguns elementos de quantizac¸a˜o canoˆnica do campo bosoˆnico de KG, que
sera˜o u´teis quando as quantizac¸o˜es do campo fermioˆnico de Dirac forem realizadas.
O campo escalar de KG pode ser escrito como uma transformada de Fourier da
seguinte maneira:
φ(x) =
∫
d4p
(2π)4
e−ip·xφ(p) . (2.9)
Este campo e´ soluc¸a˜o da equac¸a˜o de KG. Enta˜o, podemos decompoˆ-lo em modos
de Fourier,
φ(p) = f(p)δ(p0 − ωp) + g(p)δ(p0 + ωp) , p0 = ±ωp , (2.10)
onde f(p) e g(p) sa˜o operadores que sera˜o determinados mais adiante. Assim,
φ(x) =
∫
d3p
(2π)4
dp0[f(p)δ(p0 − ωp) + g(p)δ(p0 + ωp)]e−ip0x0+ip·x
=
∫
d3p
(2π)4
[f(p)e−iωpx0+ip·x + g(−p)eiωpx0−ip·x]
=
∫
d3p
(2π)4
[f(p)e−ip·x + g(−p)eip·x]
∣∣∣∣
p0=ωp
. (2.11)
Uma escolha conveniente e´
f(p)
(2π)4
=
1
(2π)3/2
a(p)√
2ωp
e
g(−p)
(2π)4
=
1
(2π)3/2
b†(p)√
2ωp
, (2.12)
e o campo (2.9) fica
φ(x) =
1
(2π)3/2
∫
d3p√
2ωp
[a(p)e−ip·x + b†(p)eip·x] . (2.13)
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Os operadores a†(p) e a(p) sa˜o operadores que criam e aniquilam part´ıculas, res-
pectivamente. Ja´ os operadores b†(p) e b(p) sa˜o os mesmos operadores para as anti-
part´ıculas.
Se a(p) = b(p), o campo e´ real, e sua lagrangiana3 e´ dada por
L = 1
2
(∂µφ)
2 − m
2
2
φ2 . (2.14)
Definindo o momento π(x, t) canonicamente conjugado ao campo φ(x, t) como
π(x, t) =
∂L
∂(∂0φ(x, t))
= φ˙(x, t) , (2.15)
e adotando a regra de comutac¸a˜o em tempos iguais,
[φ(x), π(x′)] = iδ(3)(x− x′) , (2.16)
temos que
[a(p), a†(p′)] = δ(3)(p− p′) . (2.17)
Considere o campo escalar real. Sabemos que o operador a(p) aniquila o va´cuo, ou
seja, a(p)|0〉 = 0. Enta˜o, podemos fazer a seguinte substituic¸a˜o
〈0|a(p)a†(p)|0〉 → 〈0|[a(p), a†(p)]|0〉 . (2.18)
Assim, obtemos a seguinte relac¸a˜o:
〈0|[φ(x), φ(y)]|0〉 =
∫
d3p d3p′
(2π)3
1√
2ωp 2ωp′
〈0|[ap e−ip·x + a†p eip·x, ap′ eip
′·y + a†p′ e
−ip′·y]|0〉
=
∫
d3p
(2π)3

 12ωp e−ip·(x−y)
∣∣∣∣∣
p0=+ωp
− 1
2ωp
e−ip·(x−y)
∣∣∣∣∣
p0=−ωp


=
∫
d3p
(2π)3
∫
dp0
2πi
−1
p2 −m2 e
−ip·(x−y)
=
∫
d4p
(2π)4
i
p2 −m2 e
−ip·(x−y) para x0 > y0 . (2.19)
3Como tratamos de uma teoria em que os campos sa˜o locais, e´ conveniente definir uma func¸a˜o
L, denominada densidade de lagrangiana, onde L = ∫ d3xL(φ, ∂µφ) . Portanto, a terminologia
lagrangiana se refere simplesmente a` densidade de lagrangiana.
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Definimos, enta˜o, o propagador de Feynman para o campo bosoˆnico
∆F (x− y) =
∫
d4p
(2π)4
i
p2 −m2 + iǫ e
−ip·(x−y) . (2.20)
Quando aplicamos a equac¸a˜o de KG a este propagador, obtemos a seguinte identi-
dade:
(+m2)∆F (x− y) = −iδ(4)(x− y) . (2.21)
2.2. A equac¸a˜o de Dirac
Motivado pelo desejo de encontrar uma equac¸a˜o de primeira ordem relativistica-
mente covariante, Dirac escreveu uma equac¸a˜o linear na derivada temporal e no mo-
mento. Com H0 = α1p1 + α2p2 + α3p3 + βm representando o hamiltoniano livre de
Dirac, a equac¸a˜o (2.1) toma a forma:
i
∂ψ
∂t
= [−iα ·∇+ βm]ψ , (2.22)
onde α e β sa˜o matrizes n× n, que devem ser determinadas, e ψ uma matriz coluna
de ordem n. Para descobrir esta relac¸a˜o, aplicamos a derivada temporal em ambos os
lados de (2.22) e encontramos:
− ∂
2ψ
∂t2
=
[−αiαj∇i∇j − im(βαi + αiβ)∇i + β2M2]ψ . (2.23)
Comparando com a equac¸a˜o de KG, vemos claramente que α e β devem satisfazer
as condic¸o˜es:
αiαj + αjαi = 2δij ,
βαi + αiβ = 0 , (2.24)
β2 = 1 .
As relac¸o˜es (2.24) nos indicam, de fato, que α e β na˜o sa˜o nu´meros ordina´rios,
ou seja, sa˜o matrizes. No entanto, como sabemos, os operadores que representam
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fenoˆmenos f´ısicos devem ser dados por matrizes quadradas4. A combinac¸a˜o linear
mais simples, a 2 × 2, na˜o e´ poss´ıvel, pois as matrizes α e β 2×2 na˜o existem. A
pro´xima opc¸a˜o mais simples e´ a de dimensa˜o 4× 4 que, na representac¸a˜o de Dirac ou
representac¸a˜o padra˜o5, fornece:
α =
(
0 σ
σ 0
)
e β =
(
1 0
0 −1
)
. (2.25)
Esta escolha e´ feita com base em um teorema devido a Pauli. Isto implica que as
matrizes α e β sa˜o hermitianas, e as propriedades (2.24) tambe´m se aplicam a α† e
β†. Portanto, o hamiltoniano de Dirac em (2.22) e´ hermitiano. Para escrevermos a
equac¸a˜o de Dirac em notac¸a˜o moderna, devemos considerar α = γ0γ e β = γ0, e enta˜o
temos que:
(iγµ∂µ −m)ψ = 0 . (2.26)
De posse da equac¸a˜o de Dirac acima, calcularemos agora suas autoenergias e suas
soluc¸o˜es do tipo ondas-planas na forma ψ = N u(p) e−ip·x, cuja constante de normali-
zac¸a˜o sera´ calculada mais adiante. Considere a equac¸a˜o de autovalores H0 u
(s)(p) =
E u(s)(p), com o hamiltoniano de Dirac H0 e as autoenergias (2.2), ale´m da repre-
sentac¸a˜o padra˜o para α e β:
(
m σ · p
σ · p −m
)(
χs
ηs
)
= E
(
χs
ηs
)
, (2.27)
onde s = 1, 2 rotulam os spins para cima e para baixo, respectivamente, χ1 =
(
1
0
)
,
χ2 =
(
0
1
)
configuram uma base ortonormal, e ηs deve ser determinado por (2.27).
As soluc¸o˜es com energia positiva, para as part´ıculas com E = +|√|p|2 +m2|, sa˜o
dadas por:
u(s)(p) = N
(
χs
σ·p
E +m
χs
)
. (2.28)
4Esta consequeˆncia caracteriza uma transformac¸a˜o linear em seu caso particular, a operac¸a˜o linear.
5Veja Apeˆndice A.
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Admitindo a existeˆncia de antipart´ıculas na teoria de Dirac, as mesmas devem ter
soluc¸o˜es com energias negativas, ou seja, E = −|√|p|2 +m2|. Assim, as antipart´ıculas
devem ser pensadas como part´ıculas com energias E → −E e momentos p → −p.
Sendo a equac¸a˜o de autovalores agora dada por H0 υ
(s)(p) = −E υ(s)(p), obtemos a
soluc¸a˜o6
υ(s)(p) = N ′
(
σ·p
E +m χ−s
χ−s
)
. (2.29)
A normalizac¸a˜o do espinor (2.28), dentre outras poss´ıveis, com u¯ = u†γ0, e´:
u¯(r)(p)u(s)(p) = δrs , (2.30)
υ¯(r)(p)υ(s)(p) = −δrs . (2.31)
de onde segue que N = N ′ =
√
E +m
2m
.
E´ conveniente ainda escrevermos as seguintes relac¸o˜es entre os espinores obtidos na
teoria de Dirac:
u(r)†(p)u(s)(p) =
E
m
δrs ,
υ(r)†(p)υ(s)(p) =
E
m
δrs , (2.32)
u(r)†(p)υ(s)(p) = υ(r)†(p)u(s)(p) = 0 .
Portanto, a equac¸a˜o de Dirac no espac¸o dos momentos e seus espinores normalizados
para as part´ıculas e antipart´ıculas sa˜o, respectivamente, dados por:
6O espinor escolhido para os estados de energias negativas e´ χ−s = −iσ2χ∗s para haver concordaˆncia
com a transformac¸a˜o por conjugac¸a˜o de carga que sera´ feita mais adiante.
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( 6p−m)u(s)(p) = 0 → u(s)(p) =
√
E +m
2m
(
χs
σ·p
E +m χs
)
, (2.33)
( 6p+m)υ(s)(p) = 0 → υ(s)(p) =
√
E +m
2m
(
σ·p
E +m χ−s
χ−s
)
. (2.34)
Como vimos nas sec¸o˜es anteriores, as soluc¸o˜es com energias negativas para as
equac¸o˜es de onda relativ´ısticas causaram um grande desconforto no in´ıcio da cons-
truc¸a˜o da teoria. No entanto, Dirac reinterpretou as soluc¸o˜es de energias negativas
para o problema. Dirac propoˆs um estado de va´cuo, denominado mar de Dirac, com
todos os estados de energias negativas preenchidos. Um ele´tron no mar de Dirac com
energia negativa pode absorver radiac¸a˜o e ser transportado para um estado com ener-
gia positiva. O buraco (hole) deixado pelo ele´tron e´ reinterpretado como uma auseˆncia
de carga +|e| e energia −|E|. Esta “auseˆncia”e´ enta˜o considerada uma evideˆncia da
existeˆncia de uma antipart´ıcula com carga +|e| e energia −|E|. Enta˜o, a teoria de
Dirac preveˆ a existeˆncia do po´sitron, antipart´ıcula do ele´tron, descoberto experimen-
talmente em 1932 por Carl Anderson.
Energia
Regia˜o Proibida
Mc2
-Mc2
Buraco
Ele´tron
Representac¸a˜o picto´rica do mar de Dirac.
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2.3. O propagador do fe´rmion
A equac¸a˜o de Dirac admite uma soluc¸a˜o arbitra´ria, que engloba as energias positivas
e negativas, que e´ dada por:
ψ(x) =
1
(2π)3/2
∑
s
∫
d3p
E/m
[
c(s)(p)u(s)(p)e−ip·x + d(s)†(p)υ(s)(p)eip·x
]
, (2.35)
e seu operador adjunto
ψ¯(x) =
1
(2π)3/2
∑
s
∫
d3p
E/m
[
c(s)†(p)u¯(s)(p)eip·x + d(s)(p)υ¯(s)(p)e−ip·x
]
, (2.36)
onde c(s) e c(s)† sa˜o operadores de aniquilac¸a˜o e criac¸a˜o de part´ıculas, enquanto que
d(s) e d(s)† sa˜o s mesmos operadores para as antipart´ıculas. Como os fe´rmions obe-
decem a estat´ıstica de Fermi-Dirac, estes operadores satisfazem a seguinte regra de
anticomutac¸a˜o
{c(s)(p), c(r)†(p′)} = {d(s)(p), d(r)†(p′)} = E
m
δrs δ(p− p′) . (2.37)
Enta˜o,
〈0|ψ(x)ψ¯(y)|0〉 =
∫
d3p
(2π)3
m
E
∑
s
u(s)(p)u¯(s)(p) e−ip·(x−y)
=
∫
d3p
(2π)3
(i 6∂x +m) 1
2E
e−ip·(x−y) (2.38)
〈0|ψ¯(x)ψ(y)|0〉 =
∫
d3p
(2π)3
m
E
∑
s
υ(s)(p)υ¯(s)(p) e−ip·(y−x)
=
∫
d3p
(2π)3
(−i 6∂x +m) 1
2E
e−ip·(y−x) . (2.39)
Da mesma forma que foi feito com o campo de KG, obteremos, para o campo de
Dirac, a func¸a˜o de Green retardada:
SR(x− y) ≡ θ(x0 − y0)〈0|{ψ(x), ψ¯(y)}|0〉 , (2.40)
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que satisfaz
S(x− y) = (i 6∂x +m)∆(x − y) , (2.41)
com ∆(x − y) sendo o propagador para os bo´sons. Aplicando o operador −i 6 ∂x +m
na expressa˜o acima em ambos os lados pela esquerda, segue que
(−i 6∂x +m)S(x− y) = (∂µ∂µ +m2)∆(x− y)
= −iδ(4)(x− y) , (2.42)
onde foi utilizada a expressa˜o (2.21).
Portanto, no espac¸o dos momentos,
iδ(4)(x− y) =
∫
d4p
(2π)4
i e−ip·(x−y) =
∫
d4p
(2π)4
( 6p−m)e−ip·(x−y)S(p) ,
ou seja,
S(p) =
i
6p−m . (2.43)
Utilizando os mesmos argumentos do campo de KG, o propagador de Feynman para
o campo fermioˆnico e´ definido como se segue:
S(x− y) ≡ 〈0|Tψ(x)ψ¯(y)|0〉
= i
∫
d4p
(2π)4
6p+m
p2 −m2 + iǫ e
−ip·(x−y) . (2.44)
2.4. Simetrias discretas
A teoria de Dirac apresenta, ale´m das transformac¸o˜es de Lorentz, outras duas im-
portantes simetrias tipo espac¸o-tempo: a transformac¸a˜o por paridade e a inversa˜o
temporal. A primeira, de cara´ter espacial, troca o sinal da parte espacial de um qua-
drivetor qualquer: xµ = (x0,x) → x˜µ = (x0,−x) e o mesmo vale para o momento
p˜µ = (p0,−p). A segunda, estritamente temporal, inverte o fluxo do tempo no cone
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de luz: −x˜µ = (−p0,x) e −pµ = (−x0,p). No entanto, apesar dessas trocas, a norma
no espac¸o-tempo de Minkowiski se conserva.
Como foi visto nas sec¸o˜es anteriores, a teoria quaˆntica tem como uma de suas prin-
cipais virtudes a capacidade de explicar a existeˆncia de part´ıculas e antipart´ıculas
na Natureza. Este fato acarreta em outra simetria discreta da teoria: a conversa˜o da
part´ıcula em sua antipart´ıcula e vice-versa. Esta simetria e´ denominada transformac¸a˜o
por conjugac¸a˜o de carga. Acredita-se que a Natureza procura perservar estas treˆs si-
metrias combinadas, denominada simetria CPT. No entanto, existem alguns processos
que podem violar esta simetria. Antes de discut´ı-los, observaremos a atuac¸a˜o destas
treˆs simetrias sobre os campos e part´ıculas de Dirac atrave´s dos covariantes bilineares.
2.4.1. Paridade
Considerando os operadores de campo de Dirac (2.35) e (2.36), procuramos por um
operador unita´rio que troca o sinal da parte espacial dos momentos nos operadores de
criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de part´ıculas e antipart´ıculas, sem alterar seus estados de spin:
Pc(s)(p)P−1 = αp c(s)(p˜) , Pd(s)(p)P−1 = βp d(s)(p˜) ,
(2.45)
Pc(s)†(p)P−1 = α∗p c(s)†(p˜) , Pd(s)†(p)P−1 = β∗p d(s)†(p˜) ,
onde αp e βp sa˜o as fases dessa transformac¸a˜o. Sendo o produto escalar conservado,
ou seja, p · x = p˜ · x˜, com u(s)(p) = γ0u(s)(p˜) e υ(s)(p) = −γ0υ(s)(p˜), a transformac¸a˜o
que procuramos e´:
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Pψ(x)P−1 = 1
(2π)3/2
∫
d3p
E/m
∑
s
[
αp c
(s)(p˜)u(s)(p)e−ip˜·x˜ + β∗p d
(s)†(p˜)υ(s)(p)eip˜·x˜
]
=
1
(2π)3/2
∫
d3p˜
E/m
[
αp c
(s)(p˜)γ0u(s)(p˜)e−ip˜·x˜ − β∗p d(s)†(p˜)γ0υ(s)(p˜)eip˜·x˜
]
,
(2.46)
Adotando-se αp = −β∗p , temos que
Pψ(x)P−1 ≡ ψp(x) = αp γ0ψ(x˜) , (2.47)
e, analogamente para o campo adjunto,
Pψ¯(x)P−1 ≡ ψ¯p(x) = α∗p ψ¯(x˜)γ0 . (2.48)
2.4.2. Inversa˜o temporal
A inversa˜o do fluxo do tempo inverte o spin das part´ıculas e antipart´ıculas. Assim, a
ac¸a˜o do operador de inversa˜o temporal T , anti-unita´rio, sobre os operadores de criac¸a˜o
e aniquilac¸a˜o de part´ıculas e antipart´ıculas fornece
T c(s)(p)T −1 = αt c(−s)(p˜) , T d(s)(p)T −1 = βt d(−s)(p˜) ,
(2.49)
T c(s)†(p)T −1 = α∗t c(−s)†(p˜) , T d(s)†(p)T −1 = β∗t d(−s)†(p˜) .
Os espinores χs, com s = 1, 2 foram definidos na sec¸a˜o 2.2.1.: χ1 =
(
1
0
)
, χ2 =(
0
1
)
. Assim,
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T ψ(x)T −1 = 1
(2π)3/2
∫
d3p
E/m
∑
−s
[
αt c
(−s)(p˜)u(s)(p)e−ip·x + β∗t d
(−s)†(p˜)υ(s)(p)eip·x
]
=
1
(2π)3/2
∫
d3p
E/m
∑
−s
[
αt c
(−s)(p˜)u(s)∗(p)eip˜·x + β∗t d
(−s)†(p˜)υ(s)∗(p)e−ip˜·x
]
.
(2.50)
Como o operador inversa˜o temporal gira o spin, e´ necessa´ria a operac¸a˜o que executa
este papel:
χ−s = −iσ2 χ∗s ⇒ χ∗s = iσ2 χ−s . (2.51)
De acordo com a identidade σ2σ∗ = −σσ2, sa˜o convenientes as relac¸o˜es:
u(s)∗(p) = γ1γ3 u(−s)(p˜) ,
(2.52)
υ(s)∗(p) = γ1γ3 υ(−s)(p˜) .
Assim, voltando a` equac¸a˜o (2.50), utilizando (2.52), segue que
T ψ(x)T −1 = 1
(2π)3/2
∫
d3p
E/m
αtγ
1γ3
∑
−s
[
c(−s)(p˜)u(−s)(p˜)e−ip·x˜ + d(−s)†(p˜)υ(−s)(p˜)eip·x˜
]
,
(2.53)
onde escolhemos αt = β
∗
t . Portanto,
T ψ(x)T −1 ≡ ψt(x) = αt γ1γ3ψ(−x˜) , (2.54)
enquanto que, analogamente,
T ψ¯(x)T −1 ≡ ψ¯t(x) = −α∗t ψ¯(−x˜)γ1γ3 . (2.55)
20 Simetrias discretas do campo de Dirac
2.4.3. Conjugac¸a˜o de carga
A operac¸a˜o por conjugac¸a˜o de carga age sobre os operadores de aniquilac¸a˜o e criac¸a˜o
de part´ıculas e antipart´ıculas, sem mudar seus estados de spin, da seguinte maneira:
C c(s)(p) C−1 = αc d(s)(p) , C d(s)(p) C−1 = βc c(s)(p) ,
(2.56)
C c(s)†(p) C−1 = α∗c d(s)†(p) , C d(s)†(p) C−1 = β∗c c(s)†(p) .
Enta˜o, o campo de Dirac transformado e´:
C ψ(x) C−1 = 1
(2π)3/2
∫
d3p
E/m
αc
∑
s
[
d(s)(p)u(s)(p)e−ip·x + c(s)†(p)υ(s)(p)eip·x
]
.
(2.57)
Como o operador por conjugac¸a˜o de carga na˜o muda o estado de spin das part´ıculas
e antipart´ıculas, e´ definido um operador C = iγ2γ0, que deve agir sobre um espinor
que conte´m χ∗−s. Assim, de acordo com (2.51), temos que
C u¯(s)T (p) C−1 = υ(s)(p) ,
(2.58)
C υ¯(s)T (p) C−1 = u(s)(p)
onde
C ψ(x) C−1 ≡ ψc(x) = αc C ψ¯T (x) , (2.59)
e
C ψ¯(x) C−1 ≡ ψ¯c(x) = α∗c ψT (x)C . (2.60)
2.5. Covariantes bilineares
Nesta sec¸a˜o, construiremos e classificaremos os covariantes bilineares, que sa˜o obje-
tos que na˜o carregam ı´ndices espinoriais e envolvem apenas dois campos espinoriais.
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Essas combinac¸o˜es teˆm propriedades de transformac¸o˜es bem definidas no grupo de
Lorentz. As matrizes γ de Dirac formam uma base de 16 matrizes 4 × 4 linearmente
independentes. A base e´ formada pelos seguintes elementos:
1 escalar 1
γµ vetor 4
σµν = i
2
[γµ, γν ] tensor 6
γµγ5 pseudo-vetor 4
γ5 pseudo-escalar 1
TOTAL: 16
A teoria de Dirac e´ constru´ıda com base em densidades de lagrangianas. Assim, e´
poss´ıvel construir e classificar os seguintes covariantes bilineares, na forma ψ¯Γψ, com
Γ representando as 16 matrizes acima, de acordo com sua natureza:
E(x) = ψ¯(x)ψ(x) (escalar)
V µ(x) = ψ¯(x)γµψ(x) (vetor)
P (x) = iψ¯(x)γ5ψ(x) (pseudoescalar)
Aµ(x) = ψ¯(x)γ5γ
µψ(x) (vetor axial)
T µν(x) = ψ¯(x)σµνψ(x) (tensor)
Na pro´xima subsec¸a˜o ha´ uma tabela que mostra como estes covariantes bilinerares
se comportam frente as transformac¸o˜es por paridade, inversa˜o temporal e conjugac¸a˜o
de carga, bem como as transformac¸o˜es combinadas por simetrias CPT.
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2.6. A transformac¸a˜o CPT
De acordo com (2.47), (2.54) e (2.59), o campo de Dirac se comporta da seguinte
maneira frente as transformac¸o˜es T, PT e CPT:
T : ψt(x) = T ψ(x)T −1 = αt γ1γ3ψ(−x˜) (2.61)
PT : ψpt(x) = Pψt(x)P−1 = αpt γ0γ1γ3ψ(−x) (2.62)
CPT : ψcpt(x) = Cψpt(x)C−1 = αcpt γ5γ0ψ¯T (−x) (2.63)
e, de forma ana´loga para o campo de Dirac adjunto,
T : ψ¯t(x) = T ψ¯(x)T −1 = −α∗t ψ¯(−x˜)γ1γ3 (2.64)
PT : ψ¯pt(x) = Pψ¯t(x)P−1 = α∗pt ψ¯(−x)γ3γ1γ0 (2.65)
CPT : ψ¯cpt(x) = Cψ¯pt(x)C−1 = α∗cpt ψT (−x)γ5γ0 (2.66)
A tabela a seguir sumariza os resultados das transformac¸o˜es C, P, T e CPT sofridas
pelos covariantes bilineares.
C P T CPT
E(x) E(x) E(x˜) E(−x˜) E(−x)
V µ(x) −V µ(x) Vµ(x˜) Vµ(−x˜) −V µ(−x)
P (x) P (x) −P (x˜) −P (−x˜) P (−x)
Aµ(x) Aµ(x) −Aµ(x˜) Aµ(−x˜) −Aµ(−x)
T µν(x) −T µν(x) Tµν(x˜) −Tµν(−x˜) T µν(−x)
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O Teorema CPT diz que, em uma teoria de campos relativ´ıstica, deve existir a in-
variaˆncia de transformac¸a˜o por paridade (inversa˜o espacial) e inversa˜o temporal (time
reversal) seguida por uma transformac¸a˜o por conjugac¸a˜o de carga. O teorema CPT
assume a veracidade das leis quaˆnticas e invariaˆncia de Lorentz. Especificamente, o
teorema CPT afirma que fenoˆmenos descritos por qualquer teoria quaˆntica de campo,
local e invariante de Lorentz com um hamiltoniano hermitiano, devem ter esta sime-
tria preservada7. Como pode ser facilmente verificado nesta tabela, os covariantes
bilineares de Dirac que na˜o preservam a simetria CPT sa˜o o vetor e o vetor axial.
No entanto, vemos que ψ¯γµψ na˜o preserva a transformac¸a˜o por conjugac¸a˜o de carga
e ψ¯γ5γ
µψ na˜o e´ invariante frente transformac¸o˜es por paridade. No pro´ximo cap´ıtulo,
apresentaremos um modelo de quebra de simetria de Lorentz para fe´rmions. No Capi-
tulo 4, investigaremos poss´ıveis efeitos provocados pela quebra da simetria de Lorentz
em sistemas utilizando mecaˆnica quaˆntica relativ´ıstica.
7Este teorema e´ cuidadosamente demonstrado em [13] por Streater e Wightman.

3. Apresentac¸a˜o do modelo de
violac¸a˜o de Lorentz para fe´rmions
3.1. Introduc¸a˜o
No Cap´ıtulo 2 estudamos as transformac¸o˜es de simetrias sofridas pelos covariantes
bilineares do campo fermioˆnico de Dirac. Tais transformac¸o˜es sa˜o a paridade, a in-
versa˜o temporal e a conjugac¸a˜o de carga (veja tabela na sec¸a˜o 2.2.4). Vimos que os
bilineares de Dirac que sofrem violac¸o˜es das simetrias CPT, no setor fermioˆnico ou da
mate´ria, sa˜o o vetor e o pseudovetor ou vetor axial.
O objetivo deste cap´ıtulo e´ apresentar um modelo efetivo para a quebra de simetria
CPT. O ponto de partida, no contexto da mecaˆnica quaˆntica relativ´ıstica em quatro
dimenso˜es, e´ acoplar campos de fundo1 aos covariantes bilineares. Se a lagrangiana
da EDQ convencional e´ dada por
LEDQ = ψ¯(i6∂ − e6A−m)ψ − 1
4
FµνF
µν , (3.1)
devemos adicionar a ela as seguintes lagrangianas
LFermion = −ψ¯6aψ − ψ¯6bγ5ψ − 1
2
Hµνψ¯σ
µνψ + icµνψ¯γ
µDνψ + idµνψ¯γ
µγ5D
νψ ,
LFoton = 1
2
εµνρσηµAν∂ρAσ +
1
4
ηµνρσFµνFρσ , (3.2)
1Entende-se por campo de fundo um campo cujas fontes na˜o sa˜o acess´ıveis.
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onde iDµ = i∂µ + eAµ e´ a derivada covariante.
A estrutura da equac¸a˜o de Dirac e´ modificada pela introduc¸a˜o desses termos na
lagrangiana. As correc¸o˜es surgem nas matrizes de Dirac e na massa do fe´rmion:
(iΓµDµ −M)ψ = 0 , (3.3)
onde Γν = γν + cµνγ
µ+ dµνγ
µγ5 e M = m+ 6a+ 6bγ5+ 12Hµνσµν . cµν , dµν , aµ, bµ e Hµν
sa˜o campos de fundo especificados num referencial escolhido.
Cada um dos termos adicionais na lagrangiana conte´m um paraˆmetro constante
cuja ordem de grandeza e´ muito pequena 2. Sa˜o eles que controlam as medidas de
violac¸o˜es de simetrias CPT e Lorentz nos experimentos. Todos os cinco monoˆmios
envolvidos, presentes na lagrangiana adicional (3.2), violam a simetria de Lorentz.
Como os monoˆmios que conteˆm aµ e bµ violam a simetria CPT, somente eles esta˜o
presentes nesta dissertac¸a˜o. Ja´ os termos Hµν , cµν e dµν , que preservam CPT, na˜o sa˜o
aqui estudados.
3.2. A equac¸a˜o de Dirac e o propagador do fe´rmion
modificados
A lagrangiana de fe´mions de massa m com os termos de quebra de simetria CPT e´
dada por:
L = ψ¯( 6p− 6a− 6bγ5 −m)ψ , (3.4)
onde aµ = (a0,a) e b
µ = (b0,b) sa˜o quadrivetores constantes.
Procuramos por soluc¸o˜es do tipo ondas-planas, em que ψ(α) = N
(α)
u u(α)(p)e−ip·x
(α = 1, 2), e´ um espinor de Dirac modificado com quatro componentes, onde N
(α)
u e´
uma constante de normalizac¸a˜o a ser determinada.
2A ordem de grandeza dessas constantes e´ muito pequena quando comparadas a` massa dos fe´rmions,
uma vez que violac¸o˜es da simetria de Lorentz, se existirem, sa˜o efeitos muito pequenos, e ainda
na˜o observados experimentalmente.
3.2 A equac¸a˜o de Dirac e o propagador do fe´rmion modificados 27
Da equac¸a˜o (3.4), obtemos a equac¸a˜o de Dirac modificada
( 6p− 6a− 6bγ5 −m)ψ = 0 . (3.5)
Aplicando o ansatz para ψ e multiplicando a equac¸a˜o acima pela esquerda por
( 6p− 6a− 6bγ5 +m), obtemos a seguinte relac¸a˜o:
{
(p− a)2 − b2 −m2 − [6p− 6a, 6 b]γ5
}
u(p) = 0 . (3.6)
A expressa˜o acima ainda na˜o e´ diagonal, uma vez que na mesma aparecem termos
com matrizes na˜o diagonais. Para obter a equac¸a˜o alge´brica para este modelo, e´
necessa´rio multiplicar a equac¸a˜o acima por (p − a)2 − b2 − m2 + [6 p− 6 a, 6 b]γ5 pela
esquerda:
{[(p− a)2 − b2 −m2]2 − ([6p− 6a, 6 b]γ5)2}u(p) = 0 . (3.7)
Vamos trabalhar o comutador acima com 6k = 6p− 6a momentaneamente:
([6p− 6a, 6 b]γ5)2 = ( 6k 6b− 6b 6k)γ5( 6k 6b− 6b 6k)γ5
= 6k 6b 6k 6b− 6k 6b 6b 6k− 6b 6k 6k 6b+ 6b 6k 6b 6k
= 6k 6b [− 6b 6k + 2(k · b)]− 2k2b2+ 6b 6k [− 6k 6b+ 2(k · b)]
= −4k2b2 + 2(k · b) 6k 6b+ 2(k · b) 6b 6k
= −4k2b2 + 2(k · b) [− 6b 6k + 2(k · b)] + 2(k · b) 6b 6k
= −4k2b2 + 4(k · b)2 , (3.8)
onde foi utilizada a identidade 6c 6d = − 6d 6c+ 2(c · d).
Portanto, a relac¸a˜o de dispersa˜o para o modelo e´
[(p− a)2 − b2 −m2]2 − 4[b · (p− a)]2 + 4b2(p− a)2 = 0 . (3.9)
Esta relac¸a˜o de dispersa˜o e´ qua´rtica na varia´vel p0(p). Ela possui duas ra´ızes posi-
tivas E
(α)
u e duas negativas E
(α)
v , onde α = 1, 2.
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A equac¸a˜o (3.9) e´ facilmente resolvida para os casos em que bµ e´ estritamente tem-
poral ou espacial. Para o caso bµ = (b0, 0), a relac¸a˜o de dispersa˜o fornece
E(α)u =
√
(|p− a|+ (−1)αb0)2 +m2 + a0 ,
(3.10)
E(α)υ =
√
(|p+ a| − (−1)αb0)2 +m2 − a0 ,
em que E
(α)
u,υ indicam as energias para as part´ıculas e suas antipart´ıculas, respecti-
vamente. Note que o termo aµ provoca uma redefinic¸a˜o dos zeros da energia e do
momento para as part´ıculas, pois E → E − a0 e p → p − a, ou seja, ha´ uma
operac¸a˜o por conjugac¸a˜o de carga: aµψ¯γ
µψ → −aµψ¯γµψ.
Para o caso bµ = (0,b), as soluc¸o˜es sa˜o
E(α)u =
√
(p− a)2 +m2 + b2 + (−1)α2
√
[b · (p− a)]2 +m2 + a0 ,
(3.11)
Eυ
(α) =
√
(p+ a)2 +m2 + b2 − (−1)α2
√
[b · (p+ a)]2 +m2 − a0 .
Quando multiplicamos a equac¸a˜o (3.5) pela esquerda por γ0, esta equac¸a˜o de mo-
vimento pode ser escrita na forma hamiltoniana, onde i
∂ψ
∂t
= Hψ. Assim, temos
que3
H = α · (p− a) +mγ0 + a0 + γ5b0 +Σ · b . (3.12)
Vamos construir os espinores para o caso bµ puramente temporal. O hamiltoniano
e´ enta˜o dado por:
H = α · (p− a) +mγ0 + a0 + b0γ5 . (3.13)
3
Σ = αγ5 =
(
σ 0
0 σ
)
.
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Na representac¸a˜o padra˜o das matrizes γ de Dirac, como e´ usual, obtemos os seguintes
espinores
u(α)(p) = N (α)u
(
χ(α)
ξ
(α)
u χ(α)
)
(3.14)
para os estados de energia positiva e, para os estados de energia negativa,
υ(α)(p) = N (α)υ
(
ξ
(α)
υ η(α)
η(α)
)
, (3.15)
onde
ξ(α)u =
σ · (p− a)− b0
E
(α)
u − a0 +m
. (3.16)
A soluc¸a˜o para ξ
(α)
υ e´ obtida pela troca, na expressa˜o acima, aµ → −aµ e bµ → −bµ,
ale´m da troca E
(α)
u → E(α)υ .
O espinor (3.15) pode ser normalizado, como foi feito no Cap´ıtulo 2, se escolhermos
a mesma condic¸a˜o de normalizac¸a˜o do caso da teoria convencional:
u¯(α)(p)u(α
′)(p) = δαα
′
. (3.17)
Utilizando a definic¸a˜o u¯ = u†γ0 e a autoenergia positiva (3.10) para a part´ıcula,
encontramos a constante N
(α)
u de normalizac¸a˜o:
N (α)u =
√
E
(α)
u − a0 +m
2M
. (3.18)
Se o espinor de duas componentes χ(α) for escolhido ser autovetor do operadoror
σ · (p− a)|p− a| com autovalor −(−1)
α, o espinor de Dirac modificado e normalizado fica
u(α)(p) =
√
E
(α)
u − a0 +m
2m

 χ(α)−(−1)(α)|p− a| − b0
E
(α)
u − a0 +m
χ(α)

 . (3.19)
Procedendo de modo ana´logo, obtemos o espinor para os antife´rmions:
υ(α)(p) =
√
E
(α)
υ + a0 +m
2m

 −(−1)(α)|p+ a|+ b0E(α)υ + a0 +m χ(α)
χ(α)

 . (3.20)
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Ainda podemos obter outro elemento de grande importaˆncia na teoria da EDQ
extendida: o propagador fermioˆnico modificado. O propagador de Feynman escolhido
deve satisfazer
(i 6∂− 6a− 6bγ5 −m)Sa,b(x− y) = iδ(4)(x− y) , (3.21)
ou, escrita no espac¸o de Fourier,
∫
d4p
(2π)4
( 6p− 6a− 6bγ5 −m)e−ip·(x−y)Sa,b(p) = iδ(4)(x− y) (3.22)
fornece, atrave´s da representac¸a˜o de Fourier da Delta de Dirac,
Sa,b(p) =
i
6p− 6a− 6bγ5 −m . (3.23)
Este propagador e´ escrito em sua forma invertida:
Sa,b(p) =
i
6p− 6a− 6bγ5 −m =
i( 6p− 6a− 6bγ5 +m)
( 6p− 6a− 6bγ5 −m)( 6p− 6a− 6bγ5 +m)
=
i( 6p− 6a− 6bγ5 +m)
{(p− a)2 − b2 −m2 − [6p− 6a, 6 b]γ5} , (3.24)
onde foi utilizada (3.6). Utilizando tambe´m (3.9), segue que
Sa,b(p) =
i( 6p− 6a− 6bγ5 +m){(p− a)2 − b2 −m2 + [6p− 6a, 6 b]γ5}
[(p− a)2 − b2 −m2]2 − 4[(p− a) · b]2 + 4(p− a)2b2 . (3.25)
Portanto, vemos que a quebra da simetria de Lorentz modifica as relac¸o˜es de dis-
persa˜o, as autoenergias e os espinores da teoria de Dirac convencional, ale´m de gerar
uma perturbac¸a˜o no hamiltoniano de Dirac livre. No caso do propagador, vemos que
a modificac¸a˜o deixa o propagador com uma forma mais complicada que o usual (2.44).
4. Implicac¸o˜es em Mecaˆnica Quaˆntica
4.1. O problema de Landau e a quebra de simetria de
Lorentz
Neste cap´ıtulo, investigaremos poss´ıveis efeitos que a quebra da simetria de Lorentz
pode causar em sistemas quaˆnticos de ele´trons interagindo com um campo eletro-
magne´tico. Iniciaremos nosso estudo com um sistema composto por ele´trons intera-
gindo com um campo magne´tico intenso e constante. Tal fenoˆmeno e´ conhecido como
problema de Landau.
Se consideramos os ele´trons relativ´ısticos, o hamiltoniano na˜o perturbado deste
problema e´ dado por
H0 = α · (p− eA) +mγ0 . (4.1)
O problema tera´ como perturbac¸a˜o o hamiltoniano de interac¸a˜o
Hint = a0 −α · a + b0γ5 +Σ · b . (4.2)
As autoenergias e os autoestados exatos do problema de Landau sa˜o calculados no
Apeˆndice B a partir do hamiltoniano na˜o perturbado (4.1) e servira˜o como base para
os ca´lculos perturbativos.
Os ca´lculos das correc¸o˜es das energias do ele´tron em ordem mais baixa de apro-
ximac¸a˜o, com as autofunc¸o˜es (B.10-12), sa˜o dadas por
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∆E−n,s = 〈ψ−n,s|H−int|ψ−n,s〉 =
∫
ψ−†n,s(x)(H
−
int)ψ
−
n,s(x)dx
= A0(x) +Az(x) + B0(x) + Bz(x) ,
onde
A0(x) =
∫
ψ−†n,s(x)(a0)ψ
−
n,s(x)dx = a0
∫
ψ−†n,s(x)ψ
−
n,s(x)dx
= a0 ,
Az(x) = 〈ψ−n,s|(−α · a)|ψ−n,s〉
=
∫
ψ−†n,s(x)(−azαz)ψ−n,s(x)dx
= − az
2nn!
√
π
E−n,s +m
2E−n,s
(
1, σzpz
E−n,s+m
)( 0 σz
σz 0
)(
1
σzpz
E−n,s+m
) +∞∫
−∞
dξ e−ξ
2
[Hn(ξ)]
2
= −az
E−n,s +m
2E−n,s
(
pz
E−n,s +m
+
pz
E−n,s +m
)
= −az pz
E−n,s
,
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B0(x) =
∫
ψ−†n,s(x)(b0γ5)ψ
−
n,s(x)dx
=
b0
2nn!
√
π
E−n,s +m
2E−n,s
(
1, σzpz
E−n,s+m
)( 0 −1
−1 0
)(
1
σzpz
E−n,s+m
) +∞∫
−∞
dξ e−ξ
2
[Hn(ξ)]
2
= −b0
E−n,s +m
2E−n,s
(
spz
E−n,s +m
+
spz
E−n,s +m
)
= −s pz
E−n,s
b0
Bz(x) =
∫
ψ−†n,s(x)(bzΣz)ψ
−
n,s(x)dx
=
bz
2nn!
√
π
E−n,s +m
2E−n,s
(
1, σzpz
E−n,s+m
)( σz 0
0 σz
)(
1
σzpz
E−n,s+m
) +∞∫
−∞
dξ e−ξ
2
[Hn(ξ)]
2
= bz
E−n,s +m
2E−n,s
[
s+
sp2z
(E−n,s +m)
2
]
= sbz
[
1− |e|B0(2n+ 1− s)
2E−n,s(E
−
n,s +m)
]
.
Assim, somando todas as contribuic¸o˜es, obtemos [14]
∆E−n,s = a0 − az
pz
E−n,s
− sb0 pz
E−n,s
+ sbz
[
1− |eB0|(2n+ 1− s)
2E−n,s(E
−
n,s +m)
]
. (4.3)
Uma ana´lise deste resultado nos fornece a ideia de que os campos aµ e bµ sa˜o
grandezas observa´veis. No entanto, este resultado deve ser analisado com mais detalhes
no que se refere justamente a` ordem de grandeza de seus componentes. Seguindo
argumentos de Kostelecky´ e colaboradores [14], os termos proporcionais ao campo
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magne´tico B0 devem ser negligenciados pois, para B0 ≃ 5 T , a raza˜o |eB0|/m2 ≃ 10−9
e´ muito pequena. No confinamento axial neste experimento, o momento axial e´ o
momento de Landau pz, que corresponde a um momento efetivo no eixo z. Como
a frequeˆncia axial e´ bem menor que a frequeˆncia ciclotron, o termo pz/E
−
n,s deve ser
desconsiderado. Neste contexto, a correc¸a˜o para as energias de Landau em termos
dominantes e´ simplesmente
∆E−n,s ≈ a0 + s bz . (4.4)
Uma proposta para tentar detectar a quebra da simetria de Lorentz consiste na com-
parac¸a˜o das mudanc¸as (shifts) de n´ıveis de energia1, com e sem inversa˜o de spin, de
ele´trons e po´sitrons t´ıpicos de Landau. Tais frequeˆncias sa˜o obtidas em experimentos
conhecidos por armadilhas de Penning2. Tais armadilhas sa˜o dispositivos que arma-
zenam part´ıculas carregadas utilizando um campo magne´tico constante e um campo
ele´trico esta´tico espacialmente na˜o homogeˆneo.
Considerando ~ = 1 e as autoenergias (B.6), as frequeˆncias de transic¸o˜es energe´ticas
para o ele´tron sem e com inversa˜o de spin, na˜o perturbadas, sa˜o dadas por
ω− = E−1,−1 −E−0,−1 , ω¯− = E−0,+1 − E−1,−1 . (4.5)
O teorema CPT afirma que ambas as frequeˆncias do ele´tron acima devem ser iguais
a`s mesmas do po´sitron. No entanto, as frequeˆncias corrigidas ω(ω¯)∓(CPT ), de acordo
com a teoria de violac¸a˜o de Lorentz, para os ele´trons e po´sitrons, sa˜o dadas por
ω−(CPT ) ≈ ω+(CPT ) ≈ ω , ω¯∓(CPT ) ≈ ω¯ ± 2bz . (4.6)
Note que, no resultado obtido acima, as frequeˆncias corrigidas na˜o dependem de
aµ. Isso ocorre porque, como ja´ foi discutido, este campo apenas redefine os zeros da
1De acordo com a refereˆncia [15], tais transic¸o˜es energe´ticas, com e sem inversa˜o de spin, sa˜o
denominadas frequeˆncias de anomalia e ciclotron.
2Esta armadilha foi imaginada por F.M. Penning e rendeu a Hans Georg Dehmelt o Preˆmio Nobel
de F´ısica em 1989 por sua utilizac¸a˜o pra´tica.
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energia e momentos. O termo dominante na teoria de violac¸a˜o CPT e´ dependente do
campo bµ e e´ proveniente da diferenc¸a entre as frequeˆncias sem e com mudanc¸a de
spin:
∆ω ≡ ω−(CPT ) − ω+(CPT ) ≈ 0 , ∆ω¯ ≡ ω¯−(CPT ) − ω¯+(CPT ) ≈ +4bz . (4.7)
Portanto, o experimento de armadilhas de Penning discutido aqui e´ sens´ıvel apenas
a` parte espacial do vetor b na direc¸a˜o do campo magne´tico.
4.2. Expansa˜o na˜o relativ´ıstica do hamiltoniano
modificado
Considere o hamiltoniano (3.12) de uma part´ıcula sujeita a um campo eletromagne´tico
(agora com o campo coulombiano) e os termos de quebra das simetrias CPT:
H = mγ0 +α · (p− a− eA) + eA0 + a0 +Σ · b+ γ5b0. (4.8)
Faremos a expansa˜o utilizando o me´todo Foldy-Wouthuysen3 (FW) [16]. Este
me´todo propo˜e reescrever o hamiltoniano acima separado em duas partes. Como
as matrizes γ5 e Σ sa˜o, respectivamente, na˜o diagonal e diagonal na representac¸a˜o
padra˜o adotada, temos o hamiltoniano acima escrito em termos de operadores pares
e ı´mpares:
H = mγ0 + P + I, (4.9)
onde
P = eA0 + a0 +Σ · b (operador par), (4.10)
I = α · (p− a− eA) + γ5b0 (operador ı´mpar). (4.11)
3Vide Apeˆndice C.
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Considere o ansatz (vide Apeˆndice C):
S = − i
2m
γ0I . (4.12)
Vamos expandir o hamiltoniano na representac¸a˜o FW escrevendo-o em se´ries de
poteˆncias de 1/m. Faremos a expansa˜o atrave´s da fo´rmula de Baker-Campbell-Hausdorff :
eiSHe−iS = H + i[S,H ] +
i2
2!
[S, [S,H ]] +
i3
3!
[S, [S, [S,H ]]] + ... (4.13)
De outra forma,
H ′ = H + i[S,H ]− 1
2
[S, [S,H ]]− i
6
[S, [S, [S,H ]]] +
1
24
[S, [S, [S, [S,H ]]]]... (4.14)
Utilizando as relac¸o˜es de (anti)comutac¸o˜es
{γ0, I} = 0 e [γ0,P] = 0 , (4.15)
podemos calcular algumas relac¸o˜es de comutac¸o˜es envolvendo S e H :
i[S,H ] = −I + γ
0I2
m
+
γ0
2m
[I,P] , (4.16)
i2
2
[S, [S,H ]] = − 1
2m
γ0I2 − 1
2m2
I3 − 1
8m2
[I, [I,P]] , (4.17)
i3
3!
[S, [S, [S,H ]]] =
1
6m2
I3 − 1
6m3
γ0I4 ,
− 1
48m3
γ0[I, [I, [I,P]]] (4.18)
i4
4!
[S, [S, [S, [S,H ]]]] ≃ 1
24m3
γ0I4 . (4.19)
O u´ltimo termo foi obtido por induc¸a˜o. Adicionando todos os termos de (4.16-19),
obtemos:
H = γ0
(
M +
1
2m
I2 − 1
8m2
I4
)
+ P − 1
8m2
[I, [I,P]]
+
1
2m
γ0[I,P]− 1
3m2
I3 − 1
48m3
γ0[I, [I, [I,P]]] ,
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O hamiltoniano e´ enta˜o reescrito retendo-se termos proporcionais ate´ 1/n3:
H ′′′ = γ0
(
m+
1
2m
I2 − 1
8m3
I4
)
+ P − 1
8m2
[I, [I,P]] . (4.20)
Voltemos ao operador ı´mpar representado em (4.11). Utilizando a fo´rmula
(α ·A)(α ·B) = A ·B+ iΣ · (A×B) , (4.21)
vem que
I2 = [α · (p− a− eA) + γ5b0]2
= (p− a− eA)2 − ieΣ · (p×A+A× p) + {α, γ5} · (p− a− eA)b0 + b20 .
O anticomutador acima e´ dado por
{α, γ5} = −2Σ .
Enta˜o, com p = −i∇ e P = p− a− eA, temos que
1
2m
I2 = 1
2m
[P−Σb0]2 − e
2m
Σ ·B . (4.22)
Agora, calculemos o comutador
[I,P] = ieα ·E− 2(α ·Σ)(P · b) . (4.23)
Da mesma forma, obtemos o outro comutador:
[I, [I,P]] = e∇ · E+ iΣ · (∇× E) + 2Σ · (E× p)− 4(Σ ·P)(P · b) .
Assim,
1
8m2
[I[I,P]] = 1
8m2
[e∇ · E+ iΣ · (∇× E) + 2Σ · (E× p)]
− 1
2m2
(Σ ·P)(P · b) . (4.24)
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Enta˜o, com todas as contribuic¸o˜es juntas, temos que:
H ′′′ = γ0
[
m+
1
2m
(P−Σb0)2 − 1
8m3
P4
]
+ eA0 + a0 +Σ · b− e
2m
Σ ·B
− e
4m2
Σ · (E× p) + i
8m2
Σ · (∇× E)− e
8m2
∇ · E
− 1
2m2
(Σ ·P)(P · b) . (4.25)
Assim, a expressa˜o acima corresponde ao limite na˜o relativ´ıstico do hamiltoniano
(4.8) expresso na representac¸a˜o FW. Este resultado e´ ideˆntico ao obtido em [17], pore´m
foi obtido por no´s atrave´s de um me´todo diferente (FW). O termo mais interessante e´
o de interac¸a˜o spin-o´rbita que envolve o campo de fundo bµ.
4.3. O efeito Zeeman anoˆmalo modificado
O efeito Zeeman corresponde a` mudanc¸a das linhas espectrais de um certo elemento
devido a ac¸a˜o de um campo magne´tico externo. Para o caso de a´tomos cujo spin
eletroˆnico total e´ nulo, as linhas de emissa˜o se decompo˜em em multipletos (dubletos,
tripletos, etc.), cujas caracter´ısticas dependem essencialmente do elemento e do campo
externo. Tal fenoˆmeno e´ denominado efeito Zeeman normal, descoberto pelo f´ısico
holandeˆs Pieter Zeeman em 1896. Para o caso em que o spin eletroˆnico total na˜o e´
nulo, tem-se o efeito Zeeman anoˆmalo: as linhas de emissa˜o na˜o se decompo˜em em
dubletos ou tripletos, mas em multipletos de estrutura mais complicada. Isso ocorre
porque o spin se acopla ao campo magne´tico externo.
Nesta sec¸a˜o, o efeito Zeeman anoˆmalo sera´ estudado na presenc¸a da quebra de si-
metria de Lorentz, que possivelmente fornecera´ modificac¸o˜es no espectro de emissa˜o
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do hidrogeˆnio. Investigaremos isso aplicando teoria de perturbac¸o˜es geradas, separa-
damente, pelos campos de fundo aµ e bµ.
4.3.1. O acoplamento vetorial como perturbac¸a˜o
O hamiltoniano com o acoplamento vetorial no limite na˜o relativ´ıstico do modelo
de quebra de simetria de Lorentz e´ reescrito atrave´s de (4.25) somente com os termos
aµ:
H =
1
2m
(p− eA− a)2 − e
2M
σ ·B+ eA0 + a0 . (4.26)
Este hamiltoniano e´ escrito em termos do hamiltoniano de Pauli (na˜o perturbado)
como se segue:
H =
[
1
2m
(p− eA)2 − e
2m
σ ·B+ eA0
]
+
[
− 1
m
(p− eA) · a+ a0 + 1
2m
a2
]
. (4.27)
O primeiro termo do hamiltoniano acima e´ o bem conhecido hamiltoniano de Pauli.
O segundo termo e´ proveniente do acoplamento vetorial atrave´s do campo aµ, e e´ o
hamiltoniano de interac¸a˜o. Assim,
Hint(a) =
i
m
a · ∇+ e
m
A · a+ a0 + a
2
2m
, (4.28)
onde foi utilizada a relac¸a˜o p ·a = −i∇·a− ia ·∇ = −ia ·∇. Note que, neste caso, a
quebra de conjugac¸a˜o de carga na˜o e´ mais manifesta, pois existe uma u´nica expressa˜o
que representa o hamiltoniano para as part´ıculas e antipart´ıculas.
Os u´ltimos dois termos em (4.28) sa˜o apenas duas constantes que na˜o represen-
tam mudanc¸as f´ısicas nos n´ıveis de energia, pois na˜o se manifestam nas transic¸o˜es
energe´ticas. Para aplicar a teoria de perturbac¸o˜es, escrevemos a func¸a˜o de onda ψ do
a´tomo de hidrogeˆnio em coordenadas esfe´ricas para uma u´nica part´ıcula:
ψnℓm(r, θ, φ) = Rnℓ(r)Θℓm(θ)Φm(φ) .
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Utilizando o operador gradiente escrito em coordenadas esfe´ricas
∇ = eˆr
∂
∂r
+ eˆθ
1
r
∂
∂θ
+ eˆφ
1
r sin θ
∂
∂φ
,
segue que:
∆E(a),1 =
i
M
〈nℓm|a · ∇|nℓm〉
(4.29)
=
i
M
∫ {
R∗nℓ(r)
∂Rnℓ(r)
∂r
|Θℓm(θ)|2|Φm(φ)|2 a · eˆr
(4.30)
+
|Rnℓ(r)|2
r
Θ∗ℓm(θ)
∂Θℓm(θ)
∂θ
|Φm(φ)|2a · eˆθ
(4.31)
+ im
|Rnℓ(r)|2|Θℓm(θ)|2
r sin θ
|Φm(φ)|2a · eˆφ
}
d3r .
Para facilitar os ca´lculos, escolhemos o campo a ao longo do eixo z, onde a · eˆr =
az cos θ, a· eˆθ = −az sin θ e a· eˆφ = 0. O primeiro termo e´ enta˜o escrito explicitamente:
∆E(a),1 =
iaz
m
∫ [
R∗nℓ(r)
∂Rnℓ(r)
∂r
r2dr
]
|Θℓm(θ)|2 sin θ cos θdθ . (4.32)
Esta correc¸a˜o e´ nula, pois
π∫
0
|Θℓm(θ)|2 sin θ cos θdθ = 0 ,
para todas as func¸o˜es associadas de Legendre.
Agora, o segundo termo e´
∆E(a),2 = −iaz
m
∫ |Rnℓ(r)|2
r
Θ∗ℓm(θ)
∂Θℓm(θ)
∂θ
sin2 θdθr2dr .
Observando a integrac¸a˜o angular, verifica-se que
π∫
0
Θ∗ℓm(θ)
∂Θℓm(θ)
∂θ
sin2 θdθ =
+1∫
−1
Θℓm(x)
∂Θℓm(x)
∂x
(x2 − 1)dx = 0 ,
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resultado proveniente da fo´rmula de recorreˆncia
(x2 − 1) d
dx
Θℓm(x) = ℓxΘℓm(x)− (ℓ+m)Θℓ−1,m(x)
e da relac¸a˜o de ortogonalidade dos polinoˆmios de Legendre:
+1∫
−1
Θkm(x)Θℓm(x)dx = 0 , para todo k 6= ℓ.
Portanto,
∆E(a),1 = 0 , (4.33)
Agora, analisaremos o termo que depende do potencial vetor:
∆E(a),2 =
e
m
∫
Ψ∗(A · a)Ψd3r .
Para um campo magne´tico intenso representado por B = B0 eˆz, o potencial vetor
associado e´ A = −B0
(y
2
,−x
2
, 0
)
. Isto implica que:
∆E(a),2 = −eB0
2m
∫
Ψ∗(yax − xay)Ψd3r . (4.34)
Apo´s ca´lculos expl´ıcitos, obtem-se que
∆E(a),2 = 0 . (4.35)
Portanto, conclu´ımos que a presenc¸a do campo de fundo aµ na˜o afeta o espectro de
energia do hidrogeˆnio, pois o hamiltoniano (4.28) na˜o produz nenhuma correc¸a˜o aos
deslocamento nos n´ıveis de energia do efeito Zeeman anoˆmalo.
4.3.2. O acoplamento axial como perturbac¸a˜o
Neste caso, o hamiltoniano e´ dado por
H =
[
1
2m
(p− eA)2 − e
2m
σ ·B+ eA0
]
+
[
σ · b− b0
m
σ · (p− eA) + b
2
0
2m
]
H ≡ HPauli +Hint(b) . (4.36)
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O terceiro termo de Hint(b) sera´ negligenciado porque e´ uma constante e na˜o causa
efeito algun. Assim,
Hint(b) = σ · b− b0
m
σ · (p− eA) . (4.37)
Para obtermos as poss´ıveis mudanc¸as no espectro de energia do hidrogeˆnio, e´ ne-
cessa´rio utilizarmos teoria de perturbac¸o˜es independente do tempo ate´ primeira ordem,
cujo hamiltoniano de interac¸a˜o sera´ dado por (4.37). Assim,
∆E(b),1 = 〈nℓjmjms|σ · b|nℓjmjms〉 , (4.38)
onde n, j, mj sa˜o os nu´meros quaˆnticos associados ao hidrogeˆnio no caso em que ocorre
a soma entre os momentos angulares L e S (veja o Apeˆndice D). Considerando-se a
situac¸a˜o em que j = ℓ+1/2 emj = m+1/2, com suas autofunc¸o˜es sendo representadas
por (C.20) e (C.21), esta contribuic¸a˜o de energia pode ser calculada explicitamente:
∆E(b),1 = 〈nℓjmjms|σ · b|nℓjmjms〉 = 〈jmj|bzσz|jmj〉
=
∫ ( √
ℓ+m+1
2ℓ+1
Y m ∗ℓ
√
ℓ−m
2ℓ+1
Y m+1 ∗ℓ
)( bz 0
0 −bz
)
√
ℓ+m+1
2ℓ+1
Y mℓ√
ℓ−m
2ℓ+1
Y m+1ℓ

 dΩ
= bz
∫ ( √
ℓ+m+1
2ℓ+1
Y m ∗ℓ
√
ℓ−m
2ℓ+1
Y m+1 ∗ℓ
)
√
ℓ+m+1
2ℓ+1
Y mℓ
−
√
ℓ−m
2ℓ+1
Y m+1ℓ

 dΩ
=
ℓ+m+ 1
2ℓ+ 1
bz
∫
|Y mℓ |2dΩ−
ℓ−m
2ℓ+ 1
bz
∫
|Y m+1ℓ |2dΩ =
2m+ 1
2ℓ+ 1
bz
=
2mjbz
2ℓ+ 1
, (4.39)
onde os Y mℓ sa˜o os harmoˆnicos esfe´ricos normalizados. Para o caso em que j = ℓ−1/2,
obtemos −2mjbz
2ℓ+ 1
. Enta˜o, a contribuic¸a˜o total para o termo σ · b, que representa o
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acoplamento axial sem campo eletromagne´tico, e´
∆Eσ·b = ±2 mjbz
2ℓ+ 1
. (4.40)
Este resultado coincide com a refereˆncia [17], mas e´ o dobro do resultado obtido em
[18].
A energia e´ corrigida em primeira ordem de aproximac¸a˜o pelo fator ±mj . De fato,
cada linha do espectro e´ separada em 2j + 1 linhas, cuja separac¸a˜o linear e´ dada por
bz
2ℓ+ 1
. Como a mudanc¸a de energia depende do mo´dulo de b, este resultado teo´rico
para a correc¸a˜o de energia pode ser utilizado para se obter um limite superior para o
paraˆmetro bµ atrave´s de experimentos espec´ıficos.
A contribuic¸a˜o em primeira ordem do segundo termo do hamiltoniano (4.37) e´ escrito
a seguir:
∆E(b),2 = −b0
m
〈nℓjmjms|σ · ∇|nℓjmjms〉 . (4.41)
Aqui, a func¸a˜o de onda ψnℓm passa a depender de uma func¸a˜o χms que depende
do spin do ele´tron. Neste caso, a func¸a˜o de onda total sera´ Ψnℓjmj = ψnℓmχms . No
entanto, devemos considerar que o operador nabla deve atuar em Rnℓ(r), θℓm(θ) e
Φm(φ), enquanto que σ deve atuar na func¸a˜o de spin. Assim,
∆E(b),2 = −b0
m
∫ {
Rnℓ(r)
∗∂Rnℓ(r)
∂r
|θℓm(θ)|2|Φm(φ)|2〈jmj |σ · eˆr|jmj〉
+
|Rnℓ(r)|2
r
|Φm(φ)|2Θℓm(θ)∗∂Θℓm(θ)
∂θ
〈jmj |σ · eˆθ|jmj〉
+
|Rnℓ(r)|2|Θℓm(θ)|2
r sin θ
|Φm(φ)|2〈jmj |σ · eˆφ|jmj〉
}
d3r . (4.42)
Os produtos escalares em coordenadas cartesianas que aparecem nos valores espe-
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rados entre os kets e os bras sa˜o dados por:
σ · eˆr = sin θ cosφ σx + sin θ sinφ σy + cos θ σz ,
σ · eˆθ = cos θ cosφ σx + cos θ sinφ σy − sin θ σz ,
σ · eˆφ = − sin θ σx + cos φ σy .
Como vemos em (4.42), somente os termos proporcionais a σz va˜o contribuir com
valores esperados na˜o nulos. Assim,
∆E(b),2 = ± ib0mj
(2ℓ+ 1)m
∫ [
Rnℓ(r)
∗∂Rnℓ(r)
∂r
|Θℓm(θ)|2 cos θ
− |Rnℓ(r)|
2
r
Θℓm(θ)
∗∂Θℓm(θ)
∂θ
sin θ
]
d3r
= ± ib0mj
(2ℓ+ 1)m
∫ [
R(r)∗
∂R(r)
∂r
r2dr
] ∫
|Θ(θ)|2 sin θ cos θdθ
± ib0mj
(2ℓ+ 1)m
∫ [
−|Rnℓ(r)|
2
r
r2dr
]∫
Θℓm(θ)
∗∂Θℓm(θ)
∂θ
sin2 θdθ .
As expresso˜es obtidas acima sa˜o exatamente as mesmas obtidas para o ca´lculo da
correc¸a˜o de energia para o caso do acoplamento vetorial. Assim,
∆E(b),2 = 0 . (4.43)
Observando novamente o hamiltoniano de interac¸a˜o (4.37), o termo eb0 σ ·A/m na˜o
deve oferecer nenhuma correc¸a˜o ao efeito Zeeman para o caso em que o hidrogeˆnio
e´ livre, uma vez que A = 0. Considerando o caso em que o ele´tron e´ sujeito a
um forte campo magne´tico, este termo na˜o pode ser negligenciado. Para um campo
magne´tico intenso representado por B = B0 eˆz, o potencial vetor associado e´ A =
−B0
(y
2
,−x
2
, 0
)
. Isto implica que a correc¸a˜o de energia, em primeira ordem de teoria
de perturbac¸o˜es, e´ dado por:
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∆Eσ·A =
eb0
m
〈nℓjmjms|σ ·A|nℓjmjms〉
= −eb0B0
2m
〈nℓjmjms|yσx − xσy|nℓjmjms〉
= −eb0B0
2m
〈jmj|
(
1 0
)( 0 y
y 0
)(
1
0
)
− ( 1 0 )( 0 −ix
ix 0
)(
1
0
)
|jmj〉
= 0 . (4.44)
Portanto, ou´nico efeito perturbativo foi obtido em (4.40), cujo resultado e´ proporci-
onal a |b|, que foi gerado pelo termo de interac¸a˜o spin-o´rbita σ ·b. Podemos concluir
tambe´m que um campo magne´tico externo, mesmo intenso, na˜o produz nenhum efeito
de mudanc¸a de energia no espectro do hidrogeˆnio.

5. Fe´rmions em um campo de calibre
em (2+1) Dimenso˜es
5.1. Introduc¸a˜o
Como e´ bem conhecido, a teoria de calibre de Maxwell usual e´ descrita a partir de
um campo de calibre fundamental Aµ, atrave´s da lagrangiana
LM = −1
4
FµνF
µν − AµJµ , (5.1)
onde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ e´ o tensor antisime´trico do campo eletromagne´tico e Jµ e´ a
corrente de mate´ria. Esta lagrangiana e´ invariante frente a transformac¸o˜es de calibre
Aµ → Aµ + ∂µΛ; e, consequentemente, as equac¸o˜es de Euler-Lagrange de movimento
∂µF
µν = Jν (5.2)
tambe´m sa˜o invariantes frente a mesma transformac¸a˜o. A corrente de mate´ria se
conserva, pois ∂νJ
ν = 0 devido a antisimetria de F µν .
Na teoria eletromagne´tica de Maxwell convencional, o tensor Fµν e´ uma matriz
quadrada antisime´trica de ordem 4 × 4. O nu´mero de campos nesta teoria e´ dado
por
1
2
D(D − 1) que, em quatro dimenso˜es, corresponde a treˆs campos ele´tricos e treˆs
campos magne´ticos. No entanto, esta teoria pode ser definida em qualquer dimensa˜o,
se os ı´ndices do campo de calibre Aµ variam de µ = 0, 1, 2, ..., D − 1, onde D e´ a
dimensa˜o escolhida.
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Em particular, em sistemas planares (duas dimenso˜es espaciais e uma temporal),
o campo magne´tico e´ dado por B = εij∂iAj , ou seja, este campo e´ um escalar. Isso
acontece porque nesta teoria o potencial vetor e´ bidimensional, e o rotacional de um
vetor em duas dimenso˜es resulta em um escalar. Ja´ o campo ele´trico e´ um vetor
espacial de duas componentes. Portanto, o nu´mero de campos em (2+1) dimenso˜es e´
treˆs, de acordo com a relac¸a˜o acima.
Uma teoria que apresenta caracter´ısticas distintas em relac¸a˜o a` teoria de Maxwell
simplesmente reduzida dimensionalmente e´ a teoria de Chern-Simons (CS), cuja la-
grangiana e´ dada por
LCS = θ
2
εµνρAµ∂νAρ − AµJµ , (5.3)
onde θ e´ o paraˆmetro de CS, cujo significado f´ısico sera´ discutido mais adiante. O
s´ımbolo εµνρ e´ o conhecido s´ımbolo de Levi-Civita (ou tensor completamente anti-
sime´trico) em (2+1)D, cujas propriedades ε012 = ε012 = 1 sa˜o comumente estabele-
cidas. Com a transformac¸a˜o de calibre Aµ → Aµ + ∂µΛ, a lagrangiana (5.3) varia
apenas por uma divergeˆncia:
LCS → LCS + ∂ρ
(
θ
2
εµνρ∂νAρΛ
)
, (5.4)
mas a ac¸a˜o S =
∫
d3xLCS permanece invariante, pois os termos de superf´ıcie sa˜o
desprezados.
As equac¸o˜es cla´ssicas de Euler-Lagrange fornecem a seguinte equac¸a˜o de movimento
Jµ =
θ
2
εµνρFνρ , (5.5)
que tambe´m goza da liberdade de calibre representada acima. Tambe´m e´ poss´ıvel
observar que a corrente se conserva devido a identidade de Bianchi: εµνρ∂µFνρ = 0.
A teoria de CS pura apresenta caracter´ısticas interessantes. As equac¸o˜es de Euler-
Lagrange para esta teoria, em termos das densidades de carga e corrente, sa˜o dadas
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por
ρ = θB ,
J i = θεijEj . (5.6)
A primeira indica que a densidade de carga e´ localmente proporcional ao campo
magne´tico, cuja constante de proporcionalidade e´ o paraˆmetro de CS. Assim, o efeito
produzido por este termo na teoria de CS pura e´ anexar fluxo magne´tico a` carga
ele´trica (tais part´ıculas sa˜o denominadas aˆnions). Ja´ a segunda relac¸a˜o diz que o
campo ele´trico e´ proporcional a` corrente, cuja constante de proporcionalidade tambe´m
e´ θ. Estes efeitos esta˜o em contraste com a teoria eletromagne´tica de Maxwell usual.
5.2. O propagador de Maxwell-Chern-Simons
A lagrangiana desta teoria e´ descrita pelo acoplamento dos campos de Maxwell e
CS1:
LMCS = −1
4
FµνF
µν +
θ
2
εµνρAµ∂νAρ − 1
2
λ∂µA
µ∂νAν , (5.7)
onde o u´ltimo termo representa um termo de fixac¸a˜o de calibre para que o propagador
possa ser determinado univocamente.
Assim, a ac¸a˜o desta teoria, em (2+1) dimenso˜es, agora e´ escrita na forma
S =
∫
d3x
1
2
[∂µA
µ∂νAν − ∂µAν∂νAµ + θεµνρAµ∂νAρ − λ∂µAµ∂νAν ]
=
∫
d3x
1
2
[AµgµνA
ν −Aµ∂ν∂µAν + θεµνρAµ∂ρAν − λAµ∂µ∂νAν ]
=
∫
d3x
1
2
Aµ [gµν − ∂ν∂µ + θεµνρ∂ρ + λ∂µ∂ν ]Aν , (5.8)
1A leitura desta sec¸a˜o na˜o e´ necessa´ para a compreensa˜o do trabalho. Trata-se apenas de uma
ilustrac¸a˜o do modelo.
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onde os termos divergentes sa˜o negligenciados de acordo com o teorema de Gauss.
Sendo o termo entre colchetes o nu´cleo da ac¸a˜o e o propagador de Feynman uma
func¸a˜o de Green, o mesmo pode ser calculado atrave´s da identidade:
(−gµν + ∂ν∂µ − θεµνρ∂ρ − λ∂µ∂ν)∆νσF (x− y) = iδσµ δ3(x− y) . (5.9)
Se aplicamos a transformada de Fourier sobre o propagador
∆µνF (x− y) =
∫
d4k
(2π)4
∆µνF (k)e
ik·(x−y) ,
observamos que
∂µ∆
µν
F (x− y) =
∫
d4k
(2π)4
∆µνF (k)(ikµ)e
ik·(x−y) ,
e obtemos a expressa˜o
(−k2gµν + kµkν − iθεµνρkρ − λkµkν)∆νσF (k) = iδσµ . (5.10)
Considerando, para o ca´lculo de (5.10), o ansatz geral
∆νσF (k) = Agνσ + Bkνkσ + Cενστkτ , (5.11)
segue que
− Ak2δσµ − Bk2kµkσ − Ck2gµνενστkτ +Akµkσ + Bk2kµkσ + Cενστkµkνkτ − iAθεµνρgνσkρ
− iBθεµνρkρkνkσ − iCθεµνρενστkρkτ −Aλkµkσ − Bλk2kµkσ − Cλενστkµkνkτ = iδσµ .
Observe o segundo termo da segunda linha na expressa˜o acima. Utilizando a iden-
tidade
εµνρε
νστ = −δσµδτρ + δσρ δτµ , (5.12)
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este termo fica
−iCθεµνρενστkρkτ = −iCθ(−δσµδτρ + δσρ δτµ)kρkτ
= iCθ(k2δσµ − kµkσ) .
Assim, podemos identificar um sistema de treˆs equac¸o˜es com treˆs inco´gnitas A, B e
C de acordo com a forma do tensor:
[−Ak2 + iCθk2]δσµ = iδσµ
[A(1− λ)− Bλk2 − iCθ]kµkσ = 0
(−iAθ − Ck2)gµνενστkτ = 0 ,
que, resolvido, fornece
A = − i
k2 − θ2
B = i
k2(k2 − θ2) −
1
λ
i
k4
C = − θ
k4 − k2θ2 .
Portanto, de acordo com (5.11) e os resultados acima, o propagador do fo´ton para
a teoria de MCS em (2+1) dimenso˜es e´ escrito da seguinte maneira:
∆µνF (k) = −
igµν
k2 − θ2 +
ikµkν
k2(k2 − θ2) −
θεµνρkρ
k2(k2 − θ2) −
1
λ
ikµkν
k4
. (5.13)
Nessa expressa˜o para o propagador, de modo semelhante ao que ocorre em campos
massivos, e´ evidente a existeˆncia de um polo em θ =
√
k2, que representa uma massa.
Note tambe´m que, para o caso de λ → ∞, temos o calibre de Landau, que fornece a
condic¸a˜o de transversalidade similar a do propagador do fo´ton usual.
52 Fe´rmions em um campo de calibre em (2+1) Dimenso˜es
5.3. Induc¸a˜o de Chern-Simons em (2+1)D
A EDQ possibilita o estudo de sistemas que envolvem interac¸o˜es entre fe´rmions e um
campo de calibre externo. No entanto, e´ interessante observar que, mesmo partindo
de uma teoria de interac¸a˜o de fe´rmions de massa m com um campo vetorial Aµ sem a
presenc¸a de um termo de CS na dinaˆmica deste campo, um termo deste tipo e´ induzido
por correc¸o˜es radiativas. Calcularemos este termo induzido, utilizando o formalismo
de integrais de trajeto´rias para o campo de Dirac e expandindo o resultado ate´ termos
de segunda ordem. Assim, a lagrangiana que indica tal acoplamento e´ dada por:
L = ψ¯(i6∂ − e 6A−m)ψ . (5.14)
A ac¸a˜o efetiva para este modelo dependente do campo Aµ, na aproximac¸a˜o de um
lac¸o [19], e´ definida como se segue
eiSef (A) = N
∫
Dψ¯Dψ exp
[
i
∫
d3x ψ¯(i6∂ − e 6A−m)ψ
]
, (5.15)
onde N e´ uma constante de normalizac¸a˜o.
Integrando sobre os campos de fe´rmions2, obtemos
eiSef (A) = N det (i6∂ − e 6A−m) , (5.16)
ou seja3,
Sef(A) = −i ln det [i6∂ − e 6A−m]
= −iT r ln[i6∂ − e 6A−m] , (5.17)
onde o termo constante foi negligenciado.
2Quando calculamos a integral gaussiana em varia´veis ordina´rias, o determinante surge no deno-
minador. No entanto, em gaussianas de varia´veis anticomutantes (varia´veis de Grassmann), o
determinante aparece no numerador. Esta demonstrac¸a˜o esta´ no Apeˆndice E.
3O Apeˆndice F conte´m a demonstrac¸a˜o desta identidade.
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A expressa˜o acima e´ expandida4 para se obter
Sef [A,m] = −iT r ln
[
(i6∂ −m)
(
i6∂ − e 6A−m
i6∂ −m
)]
= −iT r ln(i6∂ −m)− iT r ln
[
1− 1
i6∂ −me 6A
]
= −iT r ln(i6∂ −m) + iT r
∞∑
n=1
1
n
[
1
i6∂ −me 6A
]n
. (5.18)
O termo da expansa˜o acima que dara´ origem ao termo tipo CS e´ o de segunda
ordem, que fornece a contribuic¸a˜o bilinear em Aµ. Enta˜o, temos:
S
(2)
ef =
ie2
2
Tr
[
1
i6∂ −m 6A
1
i6∂ −m 6A
]
. (5.19)
Para o ca´lculo do trac¸o da ac¸a˜o acima, considere O um operador que depende das
matrizes de Dirac e dos ı´ndices internos do grupo de Lie. Enta˜o, seu trac¸o total Tr e´
definido por:
TrO =˙ tr trD
∫
d3x〈x|O|x′〉
∣∣∣∣
x=x′
, (5.20)
onde o s´ımbolo trD indica que o trac¸o sera´ calculado sobre as matrizes γ de Dirac.
Inserindo as relac¸o˜es de completeza ou fechamento nos espac¸os das posic¸o˜es e mo-
mentos ∫
d3x|x〉〈x| = 1 ,
∫
d3p
(2π)3
|p〉〈p| = 1 , (5.21)
onde 〈x|p〉 = 〈p|x〉∗ = eipx, vem que
4ln(1− x) = −
∞∑
n=1
xn
n
.
54 Fe´rmions em um campo de calibre em (2+1) Dimenso˜es
S
(2)
ef =
ie2
2
tr trD
∫
d3x
∫
d3y
∫
d3p
(2π)3
∫
d3q
(2π)3
〈x| 1
i6∂ −m |p〉〈p| 6A|y〉〈y|
1
i6∂ −m |q〉〈q| 6A|x〉
=
ie2
2
tr trD
∫
d3x
∫
d3y
∫
d3p
(2π)3
∫
d3q
(2π)3
1
6p−m 6A(y)
1
6q −m 6A(x)e
ipx−ipy+iqy−iqx
=
ie2
2
tr trD
∫
d3x
∫
d3y
∫
d3p
(2π)3
∫
d3q
(2π)3
( 6p+m) 6A(y)( 6q +m) 6A(x)
(p2 −m2)(q2 −m2) e
i(p−q)(x−y)
= −ie
2
2
tr trD
∫
d3k
(2π)3
∫
d3p
(2π)3
( 6p+m) 6A(−k)( 6p+ 6k +m) 6A(k)
[(p+ k)2 −m2](p2 −m2) ,
onde foi feita a mudanc¸a de varia´vel p− q → −k.
Vamos escrever explicitamente os termos que aparecem no numerador da integral
acima:
( 6p+m) 6A( 6p+ 6k +m) 6A = ( 6p 6A)( 6p 6A+ 6k 6A +m 6A)
= 6p 6A 6p 6A+ 6p 6A 6k 6A +m 6p 6A 6A +m 6A 6p 6A +m 6A 6k 6A +m2 6A 6A
O u´nico termo que contribuira´ com nossos ca´lculos e´ m6A6k6A, uma vez que m6A6p6A
anulara´ a integral em p. Assim,
SCS = −ie
2
2
mtrD tr
∫
d3k
(2π)3
∫
d3p
(2π)3
6A 6k 6A
[(p+ k)2 −m2](p2 −m2) .
Utilizando a parametrizac¸a˜o de Feynman
1
ab
=
∫ 1
0
dz
1
[az + b(1− z)]2 , (5.22)
onde a = (k + p)2 −m2 e b = p2 −m2, podemos escrever
az + b(1− z) = p2 + 2(k · p)z + k2z −m2 = (p+ kz)2 + k2z(1 − z)−m2 . (5.23)
Com a mudanc¸a de varia´vel p → p− kz, e considerando µ2 = m2 − k2z(1 − z) e a
utilizac¸a˜o da integral no momento p (vide Apeˆndice G), temos que
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SCS = = −ie
2
2
mtrD tr
∫
d3k
(2π)3
6A(−k) 6k 6A(k)
1∫
0
dz
∫
d3p
(2π)3
1
(p2 − µ2)2
= −ie
2
2
mtrD tr
∫
d3x
∫
d3y
∫
d3k
(2π)3
6A(y)(−i6∂x) 6A(x)e−ik(x−y)
1∫
0
dz
i
8π|µ|
=
ie2
16π
m tr trD
∫
d3x
∫
d3y 6A(y)6∂x 6A(x)g(x− y) , (5.24)
onde5
g(x− y) = 2
∫
d3k
(2π)3
1
|k| arcsin
( |k|√
4m2 − k2
)
e−ik(x−y) .
Para extrairmos o termo local de CS induzido na ac¸a˜o acima,, expandimos o inte-
grando de g(x− y) em torno de k → 0. Assim,
g(x− y) = 1|m|δ
(3)(x− y) . (5.25)
Substituindo este resultado em (5.24), obtemos
SCS =
ie2
16π
m
|m| tr trD
∫
d3x
∫
d3y 6A(y)6∂x 6A(x)δ(x− y)
=
ie2
16π
m
|m| tr trD
∫
d3x trD[γ
µγνγρ]Aµ∂νAρ .
Portanto, aplicando o trac¸o a`s matrizes de Dirac (veja (A.5)), obtemos a ac¸a˜o in-
duzida
5Integral [20] sobre o paraˆmetro z:∫
dz
|µ| = −
1
|k| arcsin
[
(2z − 1)|k|√
4m2 − k2
]
, µ2 = m2 − k2z(1− z) .
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S
(2+1)D
CS = −
e2
8π
m
|m|tr
∫
d3x εµνρAµ∂νAρ . (5.26)
Este resultado e´ a contribuic¸a˜o bilinear (abeliana) no campo de calibre encontrada
em [8]. Ele indica que a interac¸a˜o de fe´rmions com um campo de calibre formulado em
(2+1) dimenso˜es gera um termo semelhante ao de Chern-Simons. Como foi discutido
na sec¸a˜o 5.2, e´ poss´ıvel afirmar enta˜o que os quanta deste campo de calibre podem ser
massivos.
k
µ
p+ k
p
k
ν
Diagrama de Feynman de um lac¸o de fe´rmions utilizado para o ca´lculo da ac¸a˜o (5.26).
6. Correc¸o˜es Radiativas com Quebra
da Simetria de Lorentz em (3+1)D
6.1. Expansa˜o do propagador do fe´rmion e a quebra de
simetria de Lorentz
Estudamos nos Cap´ıtulos 3 e 4 a influeˆncia dos termos de quebra de simetria de
Lorentz sobre a equac¸a˜o de Dirac e todas as grandezas dela derivadas. Aplicamos a
ideia sugerida por Kostelecky´ e Colladay, que corresponde em tratar os termos de que-
bra de simetria de Lorentz como perturbac¸o˜es na equac¸a˜o de Dirac. Aplicando teoria
de perturbac¸o˜es, obtemos como resultados correc¸o˜es de energias em certos sistemas
quaˆnticos na presenc¸a de termos de quebra da simetria de Lorentz.
Ale´m dessa aplicac¸a˜o a` mecaˆnica quaˆntica, a induc¸a˜o do termo de CS (Chern-
Simons) em (3+1) dimenso˜es e´ um resultado interessante oferecido pela teoria de
quebra de simetria de Lorentz. Neste Cap´ıtulo, procuraremos por essa induc¸a˜o cal-
culando correc¸o˜es radiativas em um sistema de fe´rmions acoplado a um campo de
calibre no espac¸o quadrimensional. Iniciaremos essa busca reescrevendo o propagador
de Feynman na presenc¸a da quebra da simetria de Lorentz.
No Cap´ıtulo 2, encontramos o propagador fermioˆnico da EDQ usual S(p) (veja
(2.43)). No cap´ıtulo seguinte, formulamos um propagador modificado pela quebra
da simetria de Lorentz para o fe´rmion, representado nesta dissertac¸a˜o por (3.23).
Neste cap´ıtulo, estudaremos correc¸o˜es radiativas geradas pela corrente quiral ψ¯γµγ5ψ
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acoplada a um quadrivetor bµ, que acarreta numa violac¸a˜o da invariaˆncia de Lorentz,
tal como foi apresentado no Cap´ıtulo 3. Assim, tomando 6a = 0 no propagador (3.23),
a quebra da simetria de Lorentz sera´ representada pelo termo 6bγ5:
Sb(p) =
i
6p−m− 6bγ5 . (6.1)
O propagador acima invertido e´ dado por
Sb(p) =
i( 6p− 6bγ5 +m){p2 − b2 −m2 + [6p, 6 b]γ5}
(p2 − b2 −m2)2 − 4(p · b)2 + 4p2b2 . (6.2)
Este propagador tem uma estrutura complicada e tornaria os ca´lculos perturbativos
mais tediosos. Entretanto, o quadrivetor bµ, que sinaliza uma poss´ıvel quebra da
simetria de Lorentz na teoria, e´ muito pequeno e a correc¸a˜o por ele produzida no
propagador pode ser tratada em forma perturbativa. Apliquemos assim a seguinte
expansa˜o em uma soma de termos infinitos de uma progressa˜o geome´trica cuja raza˜o
e´ 6bγ5
Sb(p) =
i
6p−m
1
1− i 6bγ5S(p)
=
i
6p−m
[
1 + (−i 6bγ5) i6p−m + (−i 6bγ5)
i
6p−m(−i 6bγ5)
i
6p−m + · · ·
]
=
i
6p−m +
i
6p−m(−i 6bγ5)
i
6p−m +
i
6p−m(−i 6bγ5)
i
6p−m(−i 6bγ5)
i
6p−m + · · ·
(6.3)
Assim, com × representando cada inserc¸a˜o −i6bγ5 no propagador, seu gra´fico e´ dado
por
= + × +
× × + · · ·
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onde o lado esquerdo representa Sb(p) e os termos do lado direito ao propagador
de Feynman expandido. Na pro´xima sec¸a˜o, vamos calcular as correc¸o˜es radiativas
utilizando este propagador expandido.
6.2. Induc¸a˜o de Chern-Simons pela quebra da simetria
de Lorentz
As correc¸o˜es radiativas a` ac¸a˜o da EDQ usual sera˜o calculadas considerando-se um
sistema de fe´rmions acoplados a um campo Aµ formulado no espac¸o-tempo em (3+1)
dimenso˜es, empregando-se a perturbac¸a˜o 6 bγ5. Assim, a lagrangiana deste modelo e´
dada por
L = ψ¯(i6∂− 6bγ5 − e6A−m)ψ . (6.4)
Para calcular o termo induzido, seguiremos os mesmos passos utilizados no Cap´ıtulo
5. A ac¸a˜o efetiva para este modelo, dependente do termo de quebra de simetria de
Lorentz −ψ¯ 6bγ5ψ, na aproximac¸a˜o de um lac¸o e´ definida como se segue
eiSef [b,m] = N
∫
Dψ¯Dψ exp
[
i
∫
d4x ψ¯(i6∂ − e 6A− 6bγ5 −m)ψ
]
, (6.5)
onde N e´ uma constante de normalizac¸a˜o.
Com a utilizac¸a˜o das varia´veis de Grassmann, integrando sobre os campos de fe´rmions,
obte´m-se
eiSef [b,m] = N det(i6∂ − e 6A− 6bγ5 −m) , (6.6)
ou seja,
Sef [b,m] = −iT r ln[i6∂ − e 6A− 6bγ5 −m] . (6.7)
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Sendo A e B duas matrizes que na˜o comutam, obtemos a seguinte identidade:
ln(B −A) = lnB
(
1− 1
B
A
)
= lnB + ln
(
1− 1
B
A
)
= lnB − 1
B
A− 1
2
1
B
A
1
B
A− 1
3
1
B
A
1
B
A
1
B
A+ · · ·
= lnB −
∑
n
1
n
[
1
B
A
]n
.
Sendo A = e 6A e B = i6∂− 6bγ5 −m na expressa˜o (6.7), temos que
Sef [b,m] = −iT r ln[i6∂− 6bγ5 −m] + iT r
∞∑
n=1
1
n
[
1
i6∂− 6bγ5 −me 6A
]n
. (6.8)
O primeiro termo da expansa˜o acima corresponde a um termo constante adicionado
a` ac¸a˜o e, por isso, na˜o tem importaˆncia, uma vez que na˜o depende do campo de calibre
6A. As contribuic¸o˜es vira˜o de termos para n > 1. Assim, para n = 1 na expansa˜o
acima, temos que
S
(1)
ef = ieT r
[
1
i6∂− 6bγ5 −m 6A
]
(6.9)
ou
S
(1)
ef = ie T r
∫
d4x
∫
d4p
(2π)4
1
6p− 6bγ5 −m 6A . (6.10)
As contribuic¸o˜es de (6.10) da˜o origem a termos do tipo tadpoles, que sa˜o lineares
em Aµ e sa˜o divergentes no ultravioleta. Como esses termos na˜o contribuem com a
induc¸a˜o de CS, os mesmos sera˜o desconsiderados nos ca´lculos a seguir. Entretanto,
ilustramos seus gra´ficos em primeira ordem no campo de calibre.
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= + × +
×
×
+
×
×
×
+ · · ·
Contribuic¸o˜es em primeira ordem de aproximac¸a˜o no campo de calibre denominadas tadpoles. O
gra´fico do lado esquerdo refere-se a (6.10).
As contribuic¸o˜es em segunda ordem, ou seja, para n = 2 fornecem
S
(2)
ef =
ie2
2
Tr
[
1
i6∂− 6bγ5 −m 6A
1
i6∂− 6bγ5 −m 6A
]
= −ie
2
2
Tr[Sb(p) 6ASb(p) 6A] . (6.11)
O ca´lculo do trac¸o da ac¸a˜o acima e´ semelhante ao ca´lculo de um operador O que
depende das matrizes de Dirac e dos ı´ndices internos do grupo de Lie. Enta˜o, seu trac¸o
total Tr e´ ideˆntico ao calculado no Cap´ıtulo 5 mas, em (3 + 1) dimenso˜es, e´ definido
por:
TrO =˙ tr trD
∫
d4x〈x|O|x′〉
∣∣∣∣
x=x′
, (6.12)
onde o s´ımbolo trD indica que o trac¸o sera´ calculado sobre as matrizes γ de Dirac na
representac¸a˜o padra˜o.
Inserindo conjuntos completos de operadores normalizados nos espac¸os das posic¸o˜es
e momentos ∫
d4x|x〉〈x| = 1 ,
∫
d4p
(2π)4
|p〉〈p| = 1 , (6.13)
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onde, novamente, 〈x|p〉 = 〈p|x〉∗ = eipx, vem que
S
(2)
ef =
ie2
2
tr trD
∫
d4x
∫
d4y
∫
d4p
(2π)4
∫
d4q
(2π)4
×〈x| 1
i6∂− 6bγ5 −m |p〉〈p| 6A|y〉〈y|
1
i6∂− 6bγ5 −m |q〉〈q| 6A|x〉
=
ie2
2
tr trD
∫
d4x
∫
d4y
∫
d4p
(2π)4
∫
d4q
(2π)4
× 16p− 6bγ5 −m 6A(y)
1
6q− 6bγ5 −m 6A(x)〈x|p〉〈p|y〉〈y|q〉〈q|x〉
=
ie2
2
tr trD
∫
d4x
∫
d4p
(2π)4
1
6p− 6bγ5 −m
∫
d4y 6A(y)
∫
d4k
(2π)4
eik(x−y)
1
6p− i6∂− 6bγ5 −m 6A(x)
=
ie2
2
tr trD
∫
d4x
∫
d4p
(2π)4
1
6p− 6bγ5 −m
∫
d4y 6A(y)δ(x− y) 16p− i6∂− 6bγ5 −m 6A(x)
=
ie2
2
tr trD
∫
d4x
∫
d4p
(2π)4
1
6p− 6bγ5 −m 6A(x)
1
6p− i6∂− 6bγ5 −m 6A(x) ,
onde, com a utilizac¸a˜o da mudanc¸a de varia´vel p − q → k e do propagador (6.1),
obtemos
S
(2)
ef =
ie2
2
tr trD
∫
d4x
∫
d4p
(2π)4
Sb(p) 6ASb(p− i6 ∂) 6A . (6.14)
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= +
×
+
×
+
×
×
+ +
× ×
+ · · ·
× ×
Diagramas de Feynman na aproximac¸a˜o de um lac¸o, em termos bilineares no campo de calibre, para
o ca´lculo da ac¸a˜o (6.14) em termos do propagador fermioˆnico expandido. Cada termo × indica uma
inserc¸a˜o 6bγ5 no propagador do fe´rmion.
As correc¸o˜es radiativas sera˜o obtidas introduzindo-se os propagadores do fe´rmion
expandido (6.2). Assim, temos que
Sb(p) =
i
6p−m +
i
6p−m 6bγ5
1
6p−m +
1
6p−m 6bγ5
1
6p−m 6bγ5
=
i( 6p+m)
p2 −m2 +
i
(p2 −m2)2 ( 6p+m) 6bγ5( 6p+m)
+
1
(p2 −m2)3 ( 6p+m) 6bγ5( 6p+m) 6bγ5( 6p+m) + · · · (6.15)
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Utilizando as notac¸o˜es
P = 6p+m (6.16)
B5 = 6bγ5 (6.17)
D2 = p2 −m2 (6.18)
o propagador e´ escrito em forma compacta ate´ termos lineares em B5:
Sb(p) =
i
D2P +
i
D4PB5P + · · · (6.19)
Agora, expandindo o propagador Sb(p−i∂) em termos de B˜5 = 6bγ5+ i6∂, expandimos
ate´ termos lineares em B˜5
Sb(p− i∂) = iD2P +
i
D4PB˜5P + · · · (6.20)
Desenvolvendo o integrando de (6.14) em termos de (6.16) e (6.17), temos que, em
notac¸a˜o abreviada,
Sb(p) 6ASb(p− i∂) 6A =
[
i
D2P +
i
D4PB5P + · · ·
]
6A
[
i
D2P +
i
D4PB˜5P + · · ·
]
6A
= − 1D4P 6AP 6A−
1
D6P 6APB˜5P 6A−
1
D6PB5P 6AP 6A−
1
D8PB5P 6APB˜5P 6A .
(6.21)
Os termos que dara˜o origem a` induc¸a˜o de CS sa˜o aqueles que dependem somente
de uma derivada do campo Aµ
1: 6b 6A 6∂ 6Aγ5 e que dara˜o a estrutura do termo de CS.
Essa contribuic¸a˜o tem origem no u´ltimo termo da expressa˜o acima. Assim, utilizando
as formas expl´ıcitas (6.15-18), segue que
1Termos do tipo Maxwell envolvem derivadas.
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( 6p+m) 6bγ5( 6p+m) 6A( 6p+m)( 6bγ5 + i6∂)( 6p+m) 6A =
( 6p 6bγ5 6p 6A+m 6p 6bγ5 6A +m 6bγ5 6p 6A +m2 6bγ5 6A)( 6p 6bγ5 + i 6p 6∂ +m 6bγ5 + im 6∂)
×( 6p 6A +m 6A)
= i( 6p 6bγ5 6p 6A +m 6p 6bγ5 6A +m 6bγ5 6p 6A+m2 6bγ5 6A)( 6p 6∂ 6p 6A+m 6p 6∂ 6A
+m 6∂ 6p 6A +m2 6∂ 6A) + · · ·
= +i 6p 6b 6p 6A 6p 6∂ 6p 6Aγ5 + im2 6p 6b 6p 6A 6∂ 6Aγ5 + im2 6p 6b 6A 6p 6∂ 6Aγ5
im2 6p 6b 6A 6∂ 6p 6Aγ5 − im2 6b 6p 6A 6p 6∂ 6Aγ5 − im2 6b 6p 6A 6∂ 6p 6Aγ5
−im2 6b 6A 6p 6∂ 6p 6Aγ5 − im4 6b 6A 6∂ 6Aγ5 + · · ·
Nas passagens acima, omitimos os termos que na˜o conteˆm 6 ∂ e aqueles que sa˜o
ı´mpares no nu´mero de matrizes de Dirac pois, nessas condic¸o˜es, o ca´lculo do trac¸o de
termos desse tipo e´ nulo. Agora, vamos reduzir os termos da expressa˜o acima de oito
e seis para quatro matrizes γ utilizando as propriedades 6 c 6 d = − 6 d 6 c + 2(c · d) e
6c2 = c2:
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i 6p[− 6p 6b+ 2(b · p)] 6A 6p[− 6 p 6∂ + 2(p · ∂)] 6Aγ5 + im2 6p[− 6p 6b+ 2(b · p)] 6A 6∂γ5
+im2 6p 6b 6A 6p 6∂ 6Aγ5 + im2 6p 6b 6A[− 6p 6∂ + 2(p · ∂)] 6Aγ5
−im2 6b 6p[− 6p 6A + 2(p ·A)] 6∂ 6Aγ5 − im2 6b 6p 6A 6∂ 6p 6Aγ5
−im2 6b[− 6p 6A + 2(p · A)] 6∂ 6p 6Aγ5 − im4 6b 6A 6∂ 6Aγ5
= ip4 6b 6A 6∂ 6Aγ5 − 2ip2 6b 6A(p · ∂) 6p 6Aγ5 − 2ip2(b · p) 6p 6A 6∂ 6Aγ5
+4i(b · p) 6p 6A(p · ∂) 6p 6Aγ5 + 2im2(b · p) 6p 6A 6∂ 6Aγ5 + 2im2 6p 6b 6A(p · ∂) 6Aγ5
−2im2(p · A) 6b 6∂ 6p 6Aγ5 − im4 6b 6A 6∂ 6Aγ5 (6.22)
O pro´ximo passo e´ inserir o resultado acima na ac¸a˜o (6.14), ale´m de (6.17), para
calcularmos a integral nos momentos. E´ preciso notar que, por contagem de poteˆncias,
as integrais proporcionais a p4 teˆm divergeˆncia logar´ıtmica, enquanto que as propor-
cionais a p2 sa˜o finitas:
∫
inf
d4p
(2π)4
p4
(p2 −m2)4 ,
∫
fin
d4p
(2π)4
p2
(p2 −m2)4 e
∫
fin
d4p
(2π)4
1
(p2 −m2)4 .
Calculemos explicitamente o quinto termo (finito) da expressa˜o (6.22). Utilizando
(6.13), (6.20) e as integrais de Feynman calculadas explicitamente no Apeˆndice G,
ale´m do ca´lculo do trac¸o das matrizes de Dirac, temos que:
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−ie
2
2
trD
∫
d4x
∫
d4p
(2π)4
2im2(b · p) 6p 6A 6∂ 6Aγ5
(p2 −m2)4
= e2m2
∫
d4x trD(γ
µγνγργσγ5)bαAν∂ρAσ
∫
d4p
(2π)4
pαpµ
(p2 −m2)4
= 4ie2m2
∫
d4x εµνρσδαµbαAν∂ρAσ
−i
192π2m2
=
e2
48π2
∫
d4x εµνρσbµAν∂ρAσ (6.23)
Os quatro primeiros termos da expressa˜o (6.22) geram termos infinitos nas integrais
para a ac¸a˜o efetiva. Para realizar os ca´lculos, vamos fazer a regularizac¸a˜o2 D = 4− 2ǫ
para o ca´lculo das integrais divergentes. Enquanto mantivermos ǫ 6= 0, essas integrais
originalmente divergentes sa˜o mantidas finitas e assim podemos soma´-las e subtra´ı-las.
Assim, calculamos a ac¸a˜o efetiva somando inicialmente as partes infinita, mantidas
finitsa pela regularizac¸a˜o, com as partes finitas:
2Vide Apeˆndice G.
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SCS = S
inf
CS + S
fin
CS
= −ie
2
2
trD
∫
d4x{
∫
dDp
(2π)D
1
(p2 −m2)4 [ip
4 6b 6A 6∂ 6Aγ5 − 2ip2 6b 6A(p · ∂) 6p 6Aγ5
−2ip2(b · p) 6p 6A 6∂ 6Aγ5 + 4i(b · p) 6p 6A(p · ∂) 6p 6Aγ5}
−ie
2
2
trD
∫
d4x
∫
d4p
(2π)4
1
(p2 −m2)4{2im
2(b · p) 6p 6A 6∂ 6Aγ5
+2im2 6p 6b 6A(p · ∂) 6Aγ5 − 2im2(p ·A) 6b 6∂ 6p 6Aγ5 − im4 6b 6A 6∂ 6Aγ5]}
= 2e2
∫
d4x εµνρσ
{
i.
i
24π2
[
1
ǫ
+ log
4π
m2
− γ +O(ǫ)
]
bµAν∂ρAσ
−2i. i
96π2
[
1
ǫ
+ log
4π
m2
− γ +O(ǫ)
]
bµAν∂ρAσ − 2i. i
96π2
[
1
ǫ
+ log
4π
m2
− γ +O(ǫ)
]
bµAν∂ρAσ
+4i.
i
384π2
[
1
ǫ
+ log
4π
m2
− γ +O(ǫ)
]
(bµAν∂ρAσ − bµAν∂ρAσ)
}
+2e2
∫
d4x εµνρσ
[
2im2.
−i
192π2m2
bµAν∂ρAσ + 2im
2.
−i
192π2m2
bνAρ∂µAσ
−2im2. −i
192π2m2
bµAρ∂νAσ − im4. i
96π2m4
bµAν∂ρAσ
]
(6.24)
Como a soma das contribuic¸o˜es das partes infinitas devidamente regularizadas se
anulam, na˜o ha´ necessidade de tomarmos o limite m → 0. Assim, obtemos o seguinte
termo proveniente da ac¸a˜o efetiva [21]:
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S
(3+1)D
CS =
e2
12π2
∫
d4xεµνρσbµAν∂ρAσ . (6.25)
Portanto, concluimos que a adic¸a˜o de um termo com um campo de fundo que que-
bra de simetria de Lorentz a` lagrangiana da teoria de calibre usual induz uma ac¸a˜o
tipo Chern-Simons no espac¸o-tempo quadridimensional. Como e´ bem observado na
literatura, este termo e´ finito e obtido por diversos me´todos de regularizac¸a˜o. A u´nica
diferenc¸a e´ a constante de proporcionalidade, que depende exclusivamente do tipo de
me´todo de regularizac¸a˜o utilizado.
6.3. Birefringeˆncia dos fo´tons cla´ssicos de CS
Uma das consequeˆncias da quebra da simetria de Lorentz na EDQ em (3+1)D
provocadas pelo termo induzido corresponde ao fenoˆmeno da birefringeˆncia dos fo´tons
cla´ssicos de CS. A lagrangiana desta teoria escrita em termos da ac¸a˜o (6.25), e´ dada
por
L(3+1)DCS = −
1
4
F µνFµν − 1
2
εµνρσηµAν∂ρAσ −AµJµ , (6.26)
onde, foi utilizada a relac¸a˜o
ηµ =
e2
6π2
bµ . (6.27)
Em relac¸a˜o a esta lagrangiana, calculemos as derivadas
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∂L
∂Aν
= −1
2
εµνρσηµ∂ρAσ − Jν (6.28)
∂L
∂(∂µAν)
= −1
4
(
∂Fαβ
∂(∂µAν)
F αβ + Fαβ
∂F αβ
∂(∂µAν)
)
− 1
2
εµνρσηµ
∂(∂ρAσ)
∂(∂µAν)
= −1
2
(δµαδ
ν
β − δµβδνα)F αβ −
1
2
εµνρσηµAνδ
µ
ρ δ
ν
σ
∂µ
∂L
∂(∂µAν)
= −∂µF µν + 1
2
εµνρσηµ∂ρAσ (6.29)
Rearranjando os ı´ndices de Lorentz, utilizando a antisimetria de ε e aplicando o
me´todo variacional atrave´s da equac¸a˜o de Euler-Lagrange, temos que
∂µ
∂L
∂(∂µAν)
=
∂L
∂Aν
, (6.30)
a` lagrangiana (6.26), conhecendo o resultado (5.2), obtemos
∂µF
µν − εµνρσηµ∂ρAσ = Jν . (6.31)
Nesta teoria, a corrente tambe´m e´ conservada, devido a antisimetria do tensor do
campo eletromagne´tico e a identidade de Bianchi:
εµνρσ∂µ∂νFρσ = 0 . (6.32)
A identidade (6.32) representada acima assegura que as equac¸o˜es de Maxwell ho-
mogeˆneas3 ∂µF
µν ∗ = 0 permanec¸am inalteradas:
∇ ·B = 0 (6.33)
∇×E+ ∂B
∂t
= 0 . (6.34)
3Estamos utilizando Fµν ∗ =
1
2
εµνρσFρσ , F0i = E
i e Fij =
1
2
εjkℓB
ℓ .
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As modificac¸o˜es geradas pelo quadrivetor acoplado ηµ = (η0,η) podem ser inter-
pretadas como uma adic¸a˜o de um campo dependente do tempo na fonte de corrente
usual:
∇×B− η ×E+ η0B = J+ ∂E
∂t
(6.35)
∇ · E+ η ·B = ρ . (6.36)
Estas equac¸o˜es na˜o-homogeˆneas tambe´m preservam a invariaˆncia de calibre. En-
tretanto, elas demonstram um cara´ter que na˜o e´ encontrado na teoria padra˜o: a
introduc¸a˜o da quebra de simetria de Lorentz permite que os campos ele´tricos sirvam
como fonte para correntes e que os campos magne´ticos sirvam como fonte para cargas
ele´tricas.
Analisemos agora as consequeˆncias da quebra da simetria de Lorentz sobre a equac¸a˜o
de movimento para o campo Aµ de CS. Na auseˆncia de fontes externas (J
µ = 0),
utilizando Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, a equac¸a˜o de movimento (6.31) e´ dada por:
Aν − ∂ν(∂µAµ)− εµνρσηµ∂ρAσ = 0. (6.37)
Assim, com kµ = (ω, |k|), escrevendo o campo de calibre no espac¸o dos momentos
Aµ(x) =
∫
d4k
(2π)4
Aµ(k) e
ik·x , (6.38)
utilizando o calibre de Lorentz ∂µA
µ = 0, obtemos a seguinte expressa˜o
k2 + iεµνρσηµkσ = 0 . (6.39)
E´ conveniente multiplicar a equac¸a˜o acima por seu complexo conjugado:
(k2 − iεµνρσηρkσ)(k2 + iεµναβηαkβ) = 0
k4 + εµνρσεµναβ(ηρkσ)(η
αkβ) = 0 .
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a expressa˜o acima e´ dada por
k4 + k2η2 − (k · η)2 = 0 , (6.40)
e a expressa˜o (6.39) representa a relac¸a˜o de dispersa˜o para os fo´tons de CS em (3+1)
dimenso˜es.
Considere o caso particular ηµ = (η0, 0) aplicado a` equac¸a˜o (6.39). Resolvendo uma
equac¸a˜o biquadrada para ω, obtemos duas soluc¸o˜es:
ω± =
√
|k|(|k| ± η0) , (6.41)
Esta equac¸a˜o indica que o o termo induzido de CS gera o efeito de birefringeˆncia,
ou seja, a separac¸a˜o dos fo´tons em dois modos diferentes de polarizac¸o˜es para o vetor
|k| com diferentes velocidades de grupo:
vg± =
∂ω±
∂|k| =
|k|
ω±
(
1± η0
2|k|
)
. (6.42)
O fato de existir fo´tons viajando com diferentes velocidades de grupo, ale´m de
ser uma forte indicac¸a˜o da violac¸a˜o de Lorentz, indica tambe´m evideˆncias para uma
aparente instabilidade na teoria. Do resultado (6.42), vemos que ω se torna imagina´rio
para os casos em que η0 > k. Isso significa que ha´ soluc¸o˜es imagina´rias e insta´veis,
que na˜o existem na eletrodinaˆmica convencional.
Na tentativa de detectar o campo de fundo ηµ, Carrol, Field e Jackiw sugeriram [?] a
comparac¸a˜o dos resultados previstos pela teoria com dados experimentais. Assumindo
o caso em que na˜o ha´ quebra de simetria rotacional, ou seja, ηµ = (η0, 0), eles confron-
taram dados geomagne´ticos com o campo magne´tico da Terra obtido pelas soluc¸oes
das equac¸o˜es modificadas na presenc¸a de fontes. Na mesma refereˆncia, Jackiw e cola-
boradores propuseram resolver a equac¸a˜o (6.35) para o caso em que E = 0. A soluc¸a˜o
obtida desta equac¸a˜o para o campo magne´trico e´ expandida em termos da posic¸a˜o para
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se obter um termo conhecido de dipolo acrescido de uma perturbac¸a˜o dependente de
η0. Conhecendo-se o valor do campo magne´tico na direc¸a˜o azimutal, e´ poss´ıvel obter
o resultado η0 . 6 × 10−20 keV . Analisando tambe´m a polarizac¸a˜o da luz emitida
por gala´xias distantes, removendo o efeito Faraday devido suas rotac¸o˜es, o resultado
obtido foi η0 . 6 × 10−20 keV . Maiores detalhes destes e de outros testes podem
ser encontrados na refereˆncia [9], ale´m de resultados mais recentes apresentados por
Kostelecky´ em [22]. Apesar de todo o esforc¸o e comparac¸a˜o de dados geomagne´ticos
e astrof´ısicos com resultados teo´ricos, nenhuma evideˆncia de campos de quebra de
simetria de Lorentz foram detectadas.

7. Conclusa˜o
Estudamos os poss´ıveis efeitos que a teoria do Modelo Padra˜o Extendido pode pro-
vocar em certos fenoˆmenos quando novos elementos de quebra de simetria de Lorentz
sa˜o introduzidos nas lagrangianas da teoria convencional. Estes efeitos foram analisa-
dos nos contextos da mecaˆnica quaˆntica e nas correc¸o˜es radiativas em um sistema de
fe´rmions interagindo com um campo de calibre. Notamos que tais efeitos sa˜o gerados
pelo acoplamento axial 6bγ5.
Constru´ımos um ferramental teo´rico, no setor da mate´ria, que foi utilizado nos
ca´lculos nos cap´ıtulos posteriores. Analisamos algumas implicac¸o˜es da quebra da sime-
tria de Lorentz na mecaˆnica quaˆntica, via n´ıveis de Landau, atrave´s das mudanc¸as de
energia com e sem inversa˜o do spin do ele´tron, e notamos que tais mudanc¸as dependem
diretamente de |b|. O hamiltoniano de Dirac modificado pela teoria foi expandido no
limite na˜o-relativ´ıstico, via me´todo FW, e foi dividido em um hamiltoniano de Pauli,
na˜o perturbado, e um hamiltoniano de interac¸a˜o, dependendo da violac¸a˜o de Lorentz,
escrito em termos de aµ e bµ. O efeito Zeeman foi estudado analisando-se os poss´ıveis
efeitos produzidos por esses dois campos separadamente. Foi encontrado que o campo
aµ na˜o provoca nenhuma mudanc¸a, uma vez que o mesmo redefine os zeros da ener-
gia e do momento. No caso do acoplamento axial, foi encontrada uma mudanc¸a na
energia que depende do nu´mero quaˆntico mj , na auseˆncia do campo magne´tico. Nosso
resultado e´ o dobro daquele encontrado na refereˆncia [18]. Na presenc¸a do campo
magne´tico, mesmo intenso, nenhuma correc¸a˜o para a energia foi encontrada.
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Calculamos tambe´m a ac¸a˜o induzida de Chern-Sompns no espac¸o quadrimensional.
Verificamos que isso so´ e´ poss´ıvel se introduzirmos o termo de quebra de simetria de
Lorentz, pois o termo 6 bγ5 induz o ca´lculo de trD[γµγνγργσγ5], que gera a estrutura
necessa´ria εµνρσ pertinente a este termo induzido. Nosso resultado esta´ de acordo
com outros obtidos na literatura, que podem diferenciar entre si, em relac¸a˜o a uma
constante, se diferentes me´todos de regularizac¸a˜o forem utilizados. Em nosso ca´lculo,
utilizando o me´todo de regularizac¸a˜o dimensional, notamos que os termos divergentes
da ac¸a˜o induzida se cancelam mutuamente, e o limite m → 0 na˜o se faz necessa´rio e
a ac¸a˜o induzida e´ finita.
As consequeˆncias geradas pela ac¸a˜o de Chern-Simons foram analisadas atrave´s do
ca´lculo da velocidade de propagac¸a˜o dos fo´tons de Chern-Simons. Como resultado,
notamos que tais velocidades sa˜o separadas em dois modos distintos de polarizac¸a˜o.
Tambe´m verificamos que as energias podem se tornar imagina´rias para alguns valores
espec´ıficos do campo de fundo.
E´ importante ressaltar que, apesar de todos os esforc¸os teo´ricos realizados ate´ aqui,
na comparac¸a˜o de dados geomagne´ticos e astrof´ısicos com resultados previstos pe-
las equac¸o˜es modificadas pelos termos de quebra de simetria de Lorentz, nenhuma
evideˆncia experimental em relac¸a˜o a tais campos de fundo foram detectadas.
A. Convenc¸o˜es adotadas
Matrizes de Dirac em (2 + 1)D
Nesta dimensa˜o, a me´trica utilizada tem a forma gµν = diag(1,−1,−1). As matrizes
de Dirac escolhidas sa˜o
γ0 =
(
0 −i
i 0
)
, γ1 =
(
0 i
i 0
)
γ2 =
(
i 0
0 −i
)
. (A.1)
A notac¸a˜o trD indica que os trac¸os sa˜o calculados sobre as matrizes γ de Dirac. As
mesmas teˆm as seguintes propriedades: trD[I] = 2 e trD[γ
µ] = 0. Enta˜o, sa˜o u´teis as
seguintes relac¸o˜es:
{γµ, γν} = 2gµν (A.2)
γµγ
νγµ = −γν (A.3)
trD[γ
µγν ] = 2gµν (A.4)
trD[γ
µγργν ] = 2iεµρν (A.5)
trD[γ
µγργνγσ] = 2(gµρgνσ + gρνgσµ − gµνgρσ) (A.6)
Matrizes de Dirac em (3 + 1)D
As matrizes de Dirac na representac¸a˜o padra˜o sa˜o dadas por:
γ0 =
(
1 0
0 −1
)
γ =
(
0 σ
−σ 0
)
,
γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =
(
0 1
1 0
)
,
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onde γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = −γ5 e tambe´m satisfaz:
(γ5)2 = 1 e {γµ, γ5} = 0 .
As matrizes γ de Dirac tambe´m obedecem as seguintes regras de anticomutac¸a˜o:
{γµ, γν} = 2gµν . (A.7)
Duas matrizes γ formam o seguinte objeto antissime´trico:
σµν =
i
2
[γµ, γν ] .
Novamente, a notac¸a˜o trD indica que os trac¸os sa˜o calculados sobre as matrizes
γ de Dirac. Em (3 + 1)D, as mesmas teˆm as seguintes propriedades: trD[I] = 4 e
trD[γ
µ] = 0. Enta˜o, sa˜o u´teis as seguintes relac¸o˜es:
trD[γ
µγν ] = 4gµν (A.8)
trD[γ
µγνγ5] = 0 (A.9)
trD[γ
µγνγσγρ] = 4 [gµνgσρ − gµσgνρ + gµρgνσ] (A.10)
trD[γ
µγνγσγργ5] = 4iε
µνσρ (A.11)
B. Autofunc¸o˜es exatas do problema
de Landau relativ´ıstico
A equac¸a˜o de movimento [23] de um ele´tron de massa m sujeito a um campo ele-
tromagne´tico e´ dada por:
[γµ(pµ − eAµ)−m]ψ = 0 . (B.1)
Aplicando o operador γν(pν − eAν) +m pela esquerda, temos que
[γµγν(pµ − eAµ)(pν − eAν)−m2]ψ = 0 . (B.2)
Utilizando a identidade γµγν = gµν + σµν , segue que
[(p− eA)2 + σµν(pµ − eAµ)(pν − eAν)−m2]ψ = 0
[
(p− eA)2 + e
2
σµν(−Aµpν + pνAµ + Aνpµ − pµAν)−m2
]
ψ = 0 ,
onde o produto do segundo termo na primeira expressa˜o foi anti-simetrizado. Sendo
o tensor do campo eletromagne´tico dado por Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, temos a seguinte
equac¸a˜o de segunda ordem:[
(p− eA)2 − ie
2
σµνFµν −m2
]
ψ = 0 . (B.3)
Sendo σµν = (α, iΣ) e Fµν = (−E,B) as partes espaciais do produto σµνFµν e, no
problema de Landau, E = 0 e Aµ = (0, B0 x eˆy), enta˜o, temos que
[(p− eA)2 + eΣ ·B−m2]ψ = 0 . (B.4)
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Assim, a equac¸a˜o de autovalores e´
[p2x + (eB0x− py)2 − eσ B0]ψ = [(E±)2 − p2z −m2]ψ . (B.5)
O espectro de energia e´ o resultado da interac¸a˜o da part´ıcula com este campo
magne´tico intenso. Como o lado esquerdo da equac¸a˜o (B.5) possui um termo ideˆntico
a` equac¸a˜o de um oscilador harmoˆnico, temos que as autoenergias relativ´ısticas para
os ele´trons e po´sitrons do problema sa˜o os conhecidos n´ıveis de Landau:
E∓n,s = ±
√
p2z +m
2 + |e|B0(2n+ 1− s) , (B.6)
onde σ → s = ±1 indica os spins dos ele´trons e po´sitrons.
As autofunc¸o˜es na˜o-perturbadas dos ele´trons e dos po´sitrons sa˜o obtidas atrave´s de
soluc¸o˜es estaciona´rias com energia E, da forma
ψ−n,s(x) = u
(s)(p)e−iEn,st , (B.7)
onde
u =
(
ϕ
η
)
. (B.8)
Assim, com as mudanc¸as de varia´veis
px → −i d
dx
, ξ =
√
eB0
(
x− py
eB0
)
, dx =
1√
eB0
dξ , α =
(E±)2 −m2 − p2z
eB0
,
a equac¸a˜o (B.5) e´ reescrita no espac¸o das posic¸o˜es, com ϕ(x) = ei(pyy+pzz) f(x), como
[
d2
dξ2
− ξ2
]
f(x) = −(α + s) f(x) , s = ±1 . (B.9)
Enta˜o, as soluc¸o˜es acima sa˜o as mesmas do oscilador harmoˆnico:
ϕ(x) = N ei(pyy+pzz) e−ξ
2/2Hn(ξ) , (B.10)
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onde os Hn(ξ) sa˜o os conhecidos polinoˆmios de Hermite, que satisfazem a seguinte
relac¸a˜o de ortogonalidade:
+∞∫
−∞
dξ e−ξ
2
[Hn(ξ)]
2 = 2nn!
√
π .
Utilizando o espinor (2.33) com a condic¸a˜o de acoplamento minimal pµ → pµ−eAµ,
a auto-func¸a˜o na˜o-perturbada do ele´tron, normalizada, e´ dada por (B.7) com
u(s)(p) =
1√
2nn!
(
eB0
π
)1/4√E−n,s +m
2E−n,s
(
Hn(ξ) e
−ξ2/2χs
σ·(p−eA)
E−n,s +m
Hn(ξ)e
−ξ2/2χs
)
ei(pyy+pzz) ,
(B.11)
que satisfaz
∫
ψ−†n,s(x)ψ
−
n,s(x)dx = δ(p
′ − p) . (B.12)

C. O me´todo Foldy-Wouthuysen
No trabalho cla´ssico realizado por L.L. Foldy e S. A. Wouthuysen [16] sa˜o propostas
duas aplicac¸o˜es para part´ıculas relativ´ısticas: uma para part´ıculas livres e outras para
part´ıculas sujeitas a campos eletromagne´ticos externos. Em geral, transformac¸o˜es de
uma func¸a˜o de onda Ψ sa˜o obtidas atrave´s de um determinado operador unita´rio U :
Ψ′ = UΨ = eiSΨ . (C.1)
A equac¸a˜o de Dirac convencional pode ser trabalhada da seguinte forma:
HΨ = i
∂
∂t
Ψ , H U−1Ψ′ = i
∂
∂t
(U−1Ψ′)
ou
(U H U−1)Ψ′ = i
(
U
∂U−1
∂t
+
∂
∂t
)
Ψ′ ,
de onde identificamos
H ′ = U H U−1 − iU ∂U
−1
∂t
. (C.2)
O Hamiltoniano de Dirac separado em termos pares e ı´mpares e´ dado por (4.9):
H = mγ0 + P + I , (C.3)
onde P e I representam os operadores par e ı´mpar que obedecem as relac¸o˜es [γ0,P] = 0
e {γ0, I} = 0. A ideia e´ propor um operador da forma:
S = −iγ
0I
P θ . (C.4)
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Este operador pode ser substitu´ıdo em (C.2) e expandido para se obter
U±1 = cos θ ± γ
0I
P sin θ . (C.5)
Como S independe do tempo, o Hamiltoniano (C.2) pode ser escrito
H ′ =
(
cos θ +
γ0I
P sin θ
)
H
(
cos θ − γ
0I
P sin θ
)
= (mγ0 + I)
(
cos θ − γ
0I
P sin θ
)2
+ P
= γ0(m cos 2θ + P sin 2θ) + I
(
cos 2θ − mP sin 2θ
)
+ P . (C.6)
O Hamiltoniano enta˜o sera´ essencialmente par se tivermos
tan 2θ =
P
m
. (C.7)
Esta equac¸a˜o tem duas soluc¸o˜es, θ1 e θ2, que diferem pelo fator π/2:
tan θ1 =
P
Ep +m
, tan θ2 = − P
Ep −m , Ep =
√
m2 + |p|2 . (C.8)
Assim, tomando o limite superior, os ca´lculos do seno e do co-seno fornecem
sin θ =
P√
2Ep(Ep +m)
, cos θ =
√
Ep +m
2Ep
. (C.9)
Portanto, de (C.5), obtemos a seguinte expressa˜o para o operador U :
U =
Ep +m+ γ
0I√
2Ep(Ep +m)
, (C.10)
onde, na teoria de Dirac livre, I = α · p.
No limite na˜o relativ´ıstico, de (C.9) e (C.4), vemos que o operador S torna-se
S = − i
2m
γ0I . (C.11)
D. O Acoplamento Spin-O´rbita
Omomento angular total correspondente ao acoplamento spin-o´rbita, para o ele´tron,
corresponde a` soma dos momentos angulares orbital e de spin:
J = L + S . (D.1)
No caso do ele´tron, o acoplamento admite os seguintes autovalores:
j = ℓ± 1
2
, mj = m± 1
2
. (D.2)
Sendo j = ℓ + 1
2
, com mj = m± 12 fixo, podemos construir um autoestado de J na
base |jmj〉 = |ℓm〉 ⊗ |sms〉 e outro autoestado ortogonal |j′mj′〉 com j′ = ℓ− 12 :
|jmj〉 = α|ℓm〉 ⊗
∣∣∣∣12 12
〉
+ β|ℓm+ 1〉 ⊗
∣∣∣∣12 − 12
〉
(D.3)
|j′mj′〉 = β|ℓm〉 ⊗
∣∣∣∣12 12
〉
− α|ℓm+ 1〉 ⊗
∣∣∣∣12 − 12
〉
. (D.4)
As equac¸o˜es de autovalores para J, L e S, bem como para os operadores escada
L± = Lx ± iLy e S± = Sx ± iSy, sera˜o utilizadas mais adiante:
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J2|jmj〉 = ~2j(j + 1)|jmj〉 ; (D.5)
L2|ℓm〉 = ~2ℓ(ℓ+ 1)|ℓm〉 ; (D.6)
S2|sm〉 = ~2s(s+ 1)|sm〉 ; (D.7)
J±|jmj〉 = ~
√
1
2
(j ±mj + 1)(j ∓mj) |jmj ± 1〉 = ~Cj±mj |jmj ± 1〉 ; (D.8)
L±|ℓm〉 = ~
√
1
2
(ℓ±m+ 1)(ℓ∓m) |ℓm± 1〉 = ~Cℓ±m|ℓm± 1〉 ; (D.9)
S±|sms〉 = ~
√
1
2
(s±ms + 1)(s∓ms) |sms ± 1〉 = ~Cs±ms|sms ± 1〉 . (D.10)
Para se obter os coeficientes do acoplamento, e´ necessa´ria a utilizac¸a˜o da identidade:
J2 = L2 + S2 + 2LzSz + 2L+S− + 2L−S+ . (D.11)
Aplicando J2 ao estado (D.3), lanc¸ando ma˜o da identidade (D.11) e das equac¸o˜es
de autovalores (D.5-10), obtemos, com S+
∣∣1
2
1
2
〉
= 0 e S−
∣∣1
2
− 1
2
〉
= 0:
J2|jmj〉 = ~2j(j + 1)
[
α|ℓm〉 ⊗
∣∣∣∣12 12
〉
+ β|ℓm+ 1〉 ⊗
∣∣∣∣12 − 12
〉]
≡ α(L2 + S2 + 2LzSz + 2L+S− + 2L−S+)|ℓm〉 ⊗
∣∣∣∣12 12
〉
+ β(L2 + S2 + 2LzSz + 2L+S− + 2L−S+)|ℓm+ 1〉 ⊗
∣∣∣∣12 − 12
〉
= α
{[
ℓ(ℓ+ 1) +
3
4
+ 2m.
1
2
]
|ℓm〉 ⊗
∣∣∣∣12 12
〉
+ 2CℓmC 1
2
− 1
2
|ℓm+ 1〉 ⊗
∣∣∣∣12 − 12
〉}
+ β
{[
ℓ(ℓ+ 1) +
3
4
+ 2(m+ 1).
(
−1
2
)]
|ℓm+ 1〉 ⊗
∣∣∣∣12 − 12
〉
+ 2Cℓ−mC 1
2
− 1
2
|ℓm〉 ⊗
∣∣∣∣12 12
〉}
.
(D.12)
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Uma relac¸a˜o entre α e β e´ obtida se agrupamos os coeficientes de cada estado:
α
[
j(j + 1)− ℓ(ℓ+ 1)−m− 3
4
]
− 2Cℓ−mC 1
2
− 1
2
β = 0 (D.13)
−2αCℓmC 1
2
− 1
2
+ β
[
j(j + 1)− ℓ(ℓ+ 1) +m+ 1− 3
4
]
= 0 . (D.14)
O determinante acima se anula para os valores de j dados por j = ℓ±1/2. Tomando
j = ℓ + 1/2 na equac¸a˜o (D.14), obtemos, com Cℓm e C 1
2
− 1
2
dados por (D.9) e (D.10),
uma relac¸a˜o entre α e β:
α
β
=
√
ℓ+m+ 1
ℓ−m . (D.15)
No entanto, os coeficientes α e β do auto-estado (D.3) devem estar normalizados,
ou seja,
|α|2 + |β|2 = 1 . (D.16)
Enta˜o, de (D.15) e (D.16), vemos que
α =
√
ℓ+m+ 1
2ℓ+ 1
e β =
√
ℓ−m
2ℓ+ 1
. (D.17)
Portanto,
|jmj〉 =
√
ℓ+m+ 1
2ℓ+ 1
|ℓm〉 ⊗
∣∣∣∣12 12
〉
+
√
ℓ−m
2ℓ+ 1
|ℓm+ 1〉 ⊗
∣∣∣∣12 − 12
〉
. (D.18)
Procedendo de modo ana´logo, obtemos, para j = ℓ− 1/2 e mj = m+ 1/2:
|jmj〉 =
√
ℓ−m
2ℓ+ 1
|ℓm〉 ⊗
∣∣∣∣12 12
〉
−
√
ℓ+m+ 1
2ℓ+ 1
|ℓm+ 1〉 ⊗
∣∣∣∣12 − 12
〉
. (D.19)
As func¸o˜es de onda para os casos j = ℓ ± 1/2 podem ser obtidas no espac¸o de
coordenadas, atrave´s da conexa˜o 〈θφ|jmj〉 = ψjℓ 1
2
mj
,〈θφ|ℓm〉 = Y mℓ (θ, φ) e, definindo
a base
∣∣∣∣12 12
〉
≡ |+〉 =
(
1
0
)
e
∣∣∣∣12 − 12
〉
≡ |−〉 =
(
0
1
)
,
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obtemos:
ψjℓ 1
2
mj
=
√
ℓ+m+ 1
2ℓ+ 1
Y mℓ |+〉+
√
ℓ−m
2ℓ+ 1
Y m+1ℓ |−〉
=


√
ℓ+m+1
2ℓ+1
Y mℓ√
ℓ−m
2ℓ+1
Y m+1ℓ

 , j = ℓ + 1
2
, (D.20)
e
ψjℓ 1
2
mj
=
√
ℓ−m
2ℓ+ 1
Y mℓ |+〉 −
√
ℓ+m+ 1
2ℓ+ 1
Y m+1ℓ |−〉
=


√
ℓ−m
2ℓ+1
Y mℓ
−
√
ℓ+m+1
2ℓ+1
Y m+1ℓ

 , j = ℓ− 1
2
. (D.21)
E. Integrac¸a˜o gaussiana em varia´veis
de Grassmann
Quando lidamos com fe´rmions, a estat´ıstica exige que utilizemos varia´veis antico-
mutantes. Varia´veis que obedecem a essa propriedade sa˜o denominadas varia´veis de
Grassmann. No entanto, em contraste com integrais gaussianas em varia´veis comutan-
tes, nas integrais gaussianas que envolvem varia´veis de Grassmann, o determinante da
matriz no expoente aparece no numerador. Pretendemos mostrar essa relac¸a˜o neste
Apeˆndice.
Sejam ξ e η duas varia´veis de Grassmann e c uma varia´vel complexa qualquer. Sa˜o
va´lidas as relac¸o˜es
{ξ, η} = 0 , [ξ, c] = 0 . (E.1)
de onde segue automaticamente que ξ2 = 0 . Utilzando as definic¸o˜es
∫
dξ ≡ 0 e
∫
dξ(ξ) ≡ 1 , (E.2)
obtemos ∫
dξ
∫
dη(ηξ) = 1 . (E.3)
Como o campo de Dirac e´ definido em um espac¸o complexo, devemos ter
(ξη)∗ = η∗ξ∗ = −ξ∗η∗ . (E.4)
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Vamos calcular agora uma integral gaussiana simples em varia´veis de Grassmann
∫
dξ∗dξ e−ξ
∗cξ =
∫
dξ∗dξ(1− ξ∗cξ)
=
∫
dξ∗dξ(1 + ξξ∗c)
=
∫
dξ∗dξ(ξξ∗c) = c (E.5)
Note que a expansa˜o da exponencial acima em se´rie de Taylor e´ finita porque
(ξξ∗)2 = 0 .
Agora, calculemos a integral introduzindo um fator (ξξ∗):
∫
dξ∗dξ(ξξ∗) e−ξ
∗cξ =
∫
dξ∗dξ(ξξ∗)(1− ξ∗ξc)
=
∫
dξ∗dξ(ξξ∗c)
(
1
c
+ ξξ∗
)
= 1 . (E.6)
Precisamos integrar agora sobre n varia´veis de Grassmann. Considere enta˜o n
varia´veis de Grassmann ξi e C uma matriz unita´ria tal que ηi = Cijξj. Assim,
n∏
i=1
ηi =
1
n!
εijk...ℓξ1ξ2...ξℓ
=
1
n!
εijk...ℓCii′ξi′Cjj′ξj′...Cℓℓ′ξℓ′
=
[
1
n!
εijk...ℓCii′Cjj′...Cℓℓ′
]
[ξi′ξj′...ξℓ′]
= (detC)
∏
i
ξi .
Sendo Dξ =
∏
i
dξi e Dξ
∗ =
∏
i
dξ∗i e Cij uma matriz diagonalizada, utilizando (E.6),
segue enta˜o que
∫
Dξ∗Dξ e−ξ
∗
i Ciiξi =
∫
Dξ∗Dξ e
−
∑
i
ξ∗i ciiξi
=
∏
i
cii = detC . (E.7)
Portanto, conclu´ımos que o determinante da integrac¸a˜o gaussiana em varia´veis de
Grassmann surge no numerador.
F. Prova da relac¸a˜o lndetQ = Tr lnQ
Seja a matriz diagonal PD =


p1 · · · 0
...
. . .
...
0 · · · pn

 e QD definida como
QD = I + PD +
1
2
P 2D +
1
3!
P 3D · · ·
= ePD , (F.1)
enta˜o,
PD = ln QD . (F.2)
Desta forma, QD tambe´m sera´ diagonal:
QD =


ep1 · · · 0
...
. . .
...
0 · · · epn

 =


q1 · · · 0
...
. . .
...
0 · · · qn

 . (F.3)
Sendo U uma matriz arbitra´ria, multipliquemos (F.1) pela esquerda por U e pela
direita por U−1:
UQDU
−1 = I + UPDU
−1 +
1
2
(UPDU
−1)(UPDU
−1) + · · · (F.4)
Agora, seja Q = UQDU
−1 e P = UPDU
−1 as matrizes na˜o diagonais resultantes
dessa operac¸a˜o. Assim, de (F.4), temos que
Q = I + P +
1
2
P 2 + · · · = eP ,
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ou
P = ln Q . (F.5)
Agora, veja que:
ln detQ = ln det (UQDU
−1) = ln(q1q2 · · · qn)
= ln ep1+p2+···+pn
= p1 + p2 + · · ·+ pn =
∑
i
pi = Tr P . (F.6)
Portanto, de (F.5) e (F.6), temos que
ln detQ = Tr ln Q . (F.7)
G. Integrais de Feynman
regularizadas dimensionalmente
As integrais de Feynman utilizadas nesta dissertac¸a˜o, representadas em uma di-
mensa˜o D qualquer no espac¸o de Minkowski [19] , sa˜o dadas por
∫
dDp
(2π)D
1
(p2 −m2)α =
(−1)αi
(4π)D/2m2α−D
Γ(α−D/2)
Γ(α)
(G.1)
∫
dDp
(2π)D
pµpν
(p2 −m2)α =
gµν
2
(−1)α−1i
(4π)D/2m2α−D−2
Γ(α−D/2− 1)
Γ(α)
(G.2)
∫
dDp
(2π)D
pµpνpρpσ
(p2 −m2)α =
(−1)αi
(4π)D/2m2α−D−4
Γ(α−D/2− 2)
4Γ(α)
(gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgνρ)
(G.3)
Em (2+1)D, a integral utilizada na dissertac¸a˜o e´ dada por (G.1) com D = 3 e α =
2: ∫
d3p
(2π)3
1
(p2 −m2)2 =
i
8π|m| . (G.4)
Para o caso em que D = 4 e α = 4, as integrais (G.1) e (G.2) sa˜o finitas e resultam
em ∫
d4p
(2π)4
1
(p2 −m2)4 =
i
96π2m4
(G.5)
∫
d4p
(2π)4
pµpν
(p2 −m2)4 = −
i
192π2m2
gµν (G.6)
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Contraindo a u´ltima integral nos ı´ndices de Lorentz, onde gµνg
µν = 4, temos que
∫
d4p
(2π)4
p2
(p2 −m2)4 = −
i
48π2m2
. (G.7)
A integral (G.3) e´ logaritmicamente divergente para o caso em que D = 4 e α = 4.
Assim, vamos analisar o comportamento desta integral na vizinhanc¸a de D = 4 − 2ǫ,
expandido a expressa˜o [24](
1
m2
)2−D
2
= 1−
(
1− D
2
)
log(m2) + · · · (G.8)
A expansa˜o da func¸a˜o Γ(ǫ) e´ representada por
Γ(ǫ) =
1
ǫ
− γ +O(ǫ) , (G.9)
onde γ ≈ 0, 5772 e´ a constante de Euler-Mascheroni. Sendo C(m2) a constante de
(G.3), para α = 4 temos que
C(m2) =
i
(4π)2
Γ(ǫ)
4Γ(4)
(
4π
m2
)ǫ
=
i
(4π)2
Γ(ǫ)
4Γ(4)
eǫ log(
4pi
m2
)
=
i
384π2
[
1
ǫ
− γ +O(ǫ)
] [
1 + ǫ log
4π
m2
+
1
2
ǫ2
(
log
4π
m2
)2]
=
i
384π2
[
1
ǫ
+ log
4π
m2
− γ +O(ǫ)
]
(G.10)
Portanto,
∫
dDp
(2π)D
pµpνpρpσ
(p2 −m2)4 =
i
384π2
[
1
ǫ
+ log
4π
m2
− γ +O(ǫ)
]
(gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgνρ)
(G.11)
Contraindo dois ı´ndices de Lorentz, obtemos
∫
dDp
(2π)D
p2pµpν
(p2 −m2)4 =
i
64π2
[
1
ǫ
+ log
4π
m2
− γ +O(ǫ)
]
gµν (G.12)
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Novamente, contraindo os dois u´ltimos, temos que
∫
dDp
(2π)D
p4
(p2 −m2)4 =
i
16π2
[
1
ǫ
+ log
4π
m2
− γ +O(ǫ)
]
. (G.13)
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